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Problema 1

V/ 4T
/

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
S13)=0; O = 25 pad) =1

B Di otros tres puntos en los que la derivada sea positiva.
La derivada también es positiva en x = -4, x = -2, x=0...

B Di otro punto en el que la derivada sea cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada sea negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x=5...

B Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x €[a, b], entonces

f’(x) > 0”.

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces [f'(x) > 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Problema 2

B Continua escribiendo las razo-

nes por las cuales g(x) es S

una funcién cuyo comporta-

miento responde al de la deri-

vada de f(x).

\\\

e En el intervalo (a, b), f(x) es

decreciente. Por tanto, su deri-

vada es negativa. Es lo que le

pasaa g(x) en (a, b).

e la derivada de f en b es O

f(b) =0. Y también es g(b) = 0. N

P

N4

e En general:

g = f'(x) = 0 donde [f(x)

tiene tangente horizontal.

g =f"(x) >0 donde f(x) es creciente.
g = f"(x) <0 donde f(x) es decreciente.

Pagina 155 1)

Problema 3

B ;Cual es la derivada de cada

cual?

Justifica tus respuestas con
argumentos analogos a los
que utilizaste en el problema
anterior.

DB
2)A
3C
La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal,
es positiva donde la funcion es

creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.

P4

//7

-

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones




B Invéntate una grafica sencilla y trata de esbozar la grafica de su funcion deri-

vada.

\ [ /x

Por ejemplo:
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_)2-3x,x<2 | . - 79
1. f(x) {x2—3,x>2 ¢Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = Ilim (2-3x)=—+4

X —2" X — 2"
lim f(0 = lim (x*=3) =1
x =2 x =2

La funcion no es continua en x = 2, pues [lim f(x)# lim [f(x).
x =27 x—2"

Por tanto, tampoco es derivable en x = 2.

_)2-3x,x<2 | . =
2'f(x)_{x2—8,x>2 ¢Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = Ilim (2-3x)=—-+4
x—2" x—2"

lim f(x) = lim +(xz -8) =4

x—2 x—2

La funcién es continua, pues: lim f(x) = [lim [f(x) = f(2) = —4
x =2 x—2"

o |3 si <2
S0 {2xsix>2

SR ==3=#fQ" =4

Por tanto, f(x) no es derivable en x = 2.
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:
_1-x _ 1-x
a) f(x) = 17 x b) f(x) 1+ x

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



. 1-x _1-1g«x
c)f(x)—ln1+ d)f(x)—1+tgx
= 1- tg X = ig x
e) f(x) '\'1+tgx ) f(x)=InVe'8
g) f(x) =V3*+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)?
i) f(x) = sen® x + cos® x + x ) f(x)=senVx +1-cosVx—1
K) f(x) = 78en "+ D D f(x) = sen(3x°—2Vx +2x)
m) f(x) =Vsen x + x* + 1 n)f(x)=cos2\l3 x+(3—-x)?
, y -1 d+x0-Ad-x-1_ -1-x-1+x _ =2
A (1 + 22 A+0? A+
b) Utilizamos el resultado obtenido en a):
1 -2 -1
"(x) = : =
4 5 fl—x (1T+0?% NAQ -2 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
Yy _ 1 -2 _ —2(1 + X) _ -2
(x) = : = =
[ 1-x A+x0? A-00+x? 1— x?

1+x

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In(1-x) —In( +x). Derivamos:

-1 1 1 -x-1+x -2
"(x) = _ - =
S 1-x 1+x 1 — x2 1 — x?

D fG0 = —A+1g20A +1g0) -1 —gx) - A +1g°x) _
1 + 1g x)?

_ A+l —tgx—1+1gx]l _ -2 +1g* x)
1 + ig x)? 1 + 1g x)?

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

)= —=2 .Dligd=—"2 . (A+1g%x = —2(1 + 1g% %)
1 +1g x)? a+1g x)2 (1 +1g x)2

e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):

f’(x) - 1 . —2(1 + tgz X) _ _(1 + tgz X)
‘ 24 'ﬂ (1 +1gx)? V1 = 1g 01 + 1g 203
1+1gx

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



D fx) = Ne8> = [n /2 = lgzx

oo - 1+ 1g% x
S0 —

@ [0 = 3¥T T =3 /2
f/(x)=3(x+1)/2,% In3= 17’l23 .1[3x+1

h) f(x) = log (sen x - cos x)* = 2[log (sen x + log (cos x)]

il = 2 [Cosx 1, —senx 1] 2 cos’x—sen®x _

senx In10 cosx In10 - In 10 sen x - cos x

4  cos’x—sen’x _ 4  cos2x _ 4

T m10 2senx-cosx 10 sen2x_ln10-tg2x

De otra forma:

J(x) = log (sen x - cos x)? = 2 log (M)
1 cos 2x 4
7 = 2 . . =
S m10 sen2x  In10 - 1g 2x
2
D f)=sen?x+cos?x+x=1+x S0 =1

cosNx+1-cosNx—1 + sean+1~(—sen'Vx—1) _
2Nx + 1 2Nx -1

cosNx+1-cosNx—1 senNx+1-senVx—1

2Vx + 1 2x—1

oS =

k) 1) = 7sen(x2 *D .7 D(sen (x2 + 1)) _ 7sen(x2 *D .17 2x - cos (x2+ 1)
1, 2 )
Vx o 33a2

1 - (Cos x + 2X) = cos X + 2x

2Nsen x + x2 + 1 2Nsen x + x2 + 1

n) f/(x) = 2cos Yx + 3 — )2 - [—sen m] : 15+( 2(3(_5 x) .)(2_)? -
Vix + (3 - x

_ 2cosVx+ (B3 -x?senVx+ (-2 2x-5) _

) 3V (x + (3 — x)?)?

_ (56-2x) - sen (2 m)
3V(x + (3 —x)2)2

D £ = cos (3% — 2x + V2x) - (15x4 -

m) f'(x) =

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



2. Halla las derivadas 12, 22 y 32 de las siguientes funciones:

a)y=x> b) y = x cos x c)y=sen

ay=x>
= 5x% p=20x% "= 60x2

b)y = x cos x

y'=cosx—xsenx

Y= —=sen x — sen x —x cos x = —2sen x — X cos x
"= -2c0s x — cOS X + X sen x = =3c0s X + X sen x
Oy=sen’x+cos’x+x=1+x

y/= 1; y//= 0; y///= 0

R

3. Calcula f'(1) siendo: f(x) =
4 4 232

2

X+ cos“ x+Xx

- 13/30

1)2

S0 = “/_\/37 V2 3V3 VBt 31 by N
2\/7 2. 31/5 - x2/5 2 2
) = V9 - et CA3 0 2 1379 - ot 17
3 30 60
Por tanto: f'(1) = 13\/5 et
4. Calcula f'(n/6) siendo: f(x) = (cos?® 3x — sen? 3x) - sen 6x
J(0) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x = sen 12x
S = w = 6cos 12x
Por tanto: f’(g’) 6 - cos 1? 6-cosRm)=6-1=6
5. Calcula f'(0) siendo: f(x)=1In VaZ+x+1— % -2x +1)2
3
f(x) = InVx? PV S Qx + 1?2 = ln(x2+x+1)—— (2x +
V3 H 3
1 2x+ 1 1 2x+ 1 8x + 4
=4 2L Ly oxr ) 2= - -
4 2 xr+x+1 43 22+ 20+2 V3

23 + V3 — (1623 + 24x2 + 24x + 8 _
V3 - 2x2 + 2x + 2)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



_ 1633 = 24a2 + (23— 24)x + V3-8
V3 (2x2 + 20 + 2)

V3-8

23

Por tanto: f/(0) =
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x2-3x, x<3

1. Estudia la derivabilidad en x,=3 de la funcion: f(x) = {
3x - 9’ X > 3

e Continuidad en x, = 3:

lim f(x) = lim (x*-3x) =0 lim f(x)=f(3) =0
x—3

X =3 x—=3
lim f(x)= lim Bx—- 9 =0 Por tanto, f(x) es continua en x, = 3.
x—3" x =3

e Derivabilidad en x,, = 3:

lim f'(x) = Iim (2x-3)=3=/(37)

X —3 x—3
lim f'x) = lim (3)=3 =739
x—3 x—3

Por tanto, f(x) es derivable en X, = 3. Ademas, f'(3) = 3.

2. Calcula m y n para que f(x) seaderivable en R:

f(x)={x2—mx+5, x<0

—x2+m, x>0
e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
e Continuidad en x = 0:

lim f(x) = lim (x> —=mx+5)=5

x—0 x—0

lim f(x) = lim (=x*+n)=n
x =0 x =0

J© =5

e Derivabilidad en x = 0:

lim f'(x) = lim Qx—m)=-m=f(07)

x—>0 x—>0
lim f'(x) = lim (=2x) =0 = f"(0")
x—0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0 y n=>5.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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1.

5x3 + 7x%2 - 16x

Halla las rectas tangentes a la curva y = >
X —

en los puntos de abs-

cisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

s (5% + 14x — 16) (x = 2) = (5a% + 7x* — 10x)  _ 10x7 — 23x% — 28x + 32
(x—2)? (x—2)?

y
Ordenadas de los puntos:
@) =0; y() =4, p3) =150

¢ Recta tangente en (0, 0): »'(0) =8
y=8x
e Recta tangente en (1, 4): »'(1) = -9

y=4-9(x-1=-9x+13

* Recta tangente en (3, 150): »'(3) = 11
y=150 + 11(x—-3) = 11x + 117

. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = x3 —4x + 3 que sean

paralelas a la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto.
y=x3—4x+3

Calculamos la derivada:
y'=3x2—4

Si son paralelas a la bisectriz del 22 y 4° cuadrante, la pendiente es —1. Por tanto:
3x?—4=-1 — 3x?=3 = x*=1 —= x=+#1

yED =6 (1) =0

Recta tangente en (-1, 6):
y=6-(x+1D==x+5

Recta tangente en (1, 0):
y=0-(x-D=—=x+1
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1.

Dada la funcion y = x3—3x%-9x + 5, averigua:

a) Donde crece. b) Donde decrece.

Y'=3x2—6x-9=3x%-2x-3)=3(x-3)(x+1)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Ax<-1 — y'>0 — [ escreciente en (—oo, —1)

x>3 — y'>0 — [ escreciente en (3, +)

b)-1<x<3 — »'<0 — [ esdecreciente en (-1, 3)
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2. Comprueba que la funcion y = x3/(x —2)? tiene solo dos puntos singulares, en
x=0 yen x=06.

Averigua de qué tipo es cada uno de ellos estudiando el signo de la derivada.

L3t —2 -2 =28 _ x*x-2(Bkx-2)-2x) _

y

(.X'— 2)4 (.X'— 2)4
_ x2Bx—6-2x%) _ x%x-06)
(x-2) (x—2)3
= 2 6 =0=—" x=0
oo - )_0\x=6
f1(=0,01)> 0 _ . 5
£10,01) > 0 } En x =0 hay un punto de inflexién.
J'5,99 <0

} En x =6 hay un minimo relativo

£16,01) > 0

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcion
y =-3x% + 4x3. Mediante una representacién adecuada, averigua de qué ti-
po es cada uno de ellos.

b) Idem para y = x% + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.
a) y'=-12x3+ 12x% = 12x%*(—x + 1)

___—x=0 — Punto (0, D)

y'=0__ x=1 — Punto (1,1 } Dos puntos singulares.

Los dos puntos estan en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcion es derivable. 1

Ademids, f(-1) =-7 v f(1,5) =-1,7. 1 \

e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



b) ' = 4x3 + 24x% + 44x + 24 = 4(x + D(x + 2)(x + 3)

=-1 — Punto (-1, 0)
y'=0 < =-2 — Punto (-2, 1) ; Tres puntos singulares.
x=-3 — Punto (-3, 0)

Los tres puntos estin en el mismo intervalo
[-4, 0], donde la funcion es derivable.

Ademads, [(-=4) = f(0) = 9.

e Hay un minimo relativo en (=3, 0), un md-
ximo relativo en (=2, 1) y un minimo rela-
tivo en (-1, 0).

4321
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1. Estudia la curvatura de la funcién: y=3x%*—8x3+5

S0 = 12x3 — 24x?;  f7(x) = 36x% — 48x
x=0 — Punto (0, 5)

4 — Punto (i,—ﬁ)
3 3 27

11 —_ — /
[0 =0 — 12x(5x—4)—0\

X

(f/u(x) = 72x — 48; f///(o) * 0; f///(%

~———

2

Los puntos (0, 5) y (i —E) son puntos de inflexion.

37 27

e La funcion es concava en (=, 0) U (%, +oo), pues f"(x) > 0.

e La funcién es convexa en el intervalo (0, %), pues f"(x) < 0.

2. Estudia la curvatura de la funcion: y = x3 - 6x% + 9x
S0 =3x% = 12x+9; ["(x) = 6x — 12
S =0 — 6x-12=0 — x=2 — Punto(2,2)
(f70) = 6; f7(2) #0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexion.
e La funcién es convexa en (—oo, 2), pues f"(x) <O0.

e La funcién es concava en (2, +eo), pues f"(x) > 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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1. Halla el niimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la
funcion:

N+
e =xe Z

ZS—XZ_ZS—O/XZS — f(5)=10
A2 52 T~ x=-5 (no vale, pues x>0)

(Como lim f(x) = +eo, [lim [(x) = +eo, y la funcion es continua en (0, +eo); hay
x—0" X = oo
un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.
2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.
x+y=10 —» ypy=10-x
x-y _x-(A0-—x _ 10x-x?

Area = , 0<x<10
N 2 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
2
-l 7 f(x)=10x—_x,0<x<10
2
f’(x)=u=5—x=0 - x=5 — y=10-5=5

2
f(O=0; f(10) =0; f(5) = 22—5; y [ es continua. Luego, en x =5 estd el maximo|.

Los catetos miden 5 ¢cm cada uno. El 4rea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, scual es el que tiene la diagonal
menor?

d=NG-x?2+x%, 0<x<6

Tenemos que minimizar la funcion:

d 0
° S = NG -2 +x*, 0<x<6
0 = 26 -x) +2x  _ —12 + 4x _ -6+ 2x
x NG -x2+a2 2V -2 +x2 V(6 - x)? + 22

S =0 - -6+2x=0 — x=3

(f(D)=6; f(6)=06; [(B)= V18 = 3V2 = 424 y f(x) es continua. Luego, en x =3

hay un minimo). El rectingulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-
men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad posi-
ble de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

@

21r

)
V=06,28[= 6,28 dm3 @
6,28

Como V=m-7r2-h=314-r>-h=628 — h=—028 _ 2 _y
314 -2 2

Area total = 2mrh + 2w =

=2nrcth +»)

Ast: Areal total = 2757(1 + r) = Zn(z + 72)
r2 r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:
- 2,2
[ =2m[=+7r*, r>0
r

-2+ 273

72

f/(r)=2n(—lz+2r)=2n( )=o > 2+2/%=0 - r=31=1
r

(Como lim [f(r) =+eo, lim [f(r)=+eo, y [ escontinua en (0, +eo); en r=1 hay
r—0" 7= +oo

un minimo).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Definicion de derivada

1 Halla la tasa de variacion media (T.V.M.) de las siguientes funciones en los
intervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]

a) flx) =x%+1 b) f(x) =7x -5
A flx)=3 d) f(x) = 2%

¢En cuales de ellas es constante la T.V.M.? ;Qué tipo de funciones son?

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



a) fx) =x?+1
_JED -3

En [-3, 1] — T.V.M. 5 _4
En [0, 2] — TV.M. = w _,
En 2,5 = TVM. - fw _-
En [1,1+h] — T.V.M.=f(1+h]z_ﬂ1) ) hz;rlzh =h+2
b) f(x) = 7x — 5
En [-3,-1 — TVM. = fw _-
En [0, 2] — TV.M. = fw =7
En 2,51 - TVM. = Jw _-
En (,1+h — Tvm =L Z/D _Th
h h
o fx) =3
En 3,11  — TVM. - fw _,
En [0, 2] — TVM. = Jw =0
En [27 5] — TV.M. = ‘w =0
En [1,1+h - T.V.M_=w=o
d) flx) = 2%
_SED - _ 3
En (3,11 - TVM ="—————=—
Bn 0,2 - Tvm {203
2 2
En 1251 - TVM :w: E
En [,1+0 - TvM =07 h; -/ _ 2. (2;11-1)

La funcién b) f(x) = 7x — 5 es una funcion afin y la T.V.M. es constante.

La funcidon ©) f(x) = 3 es una funcién constante y la T.V.M. es 0 (constante).

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



2 Halla la T.V.M. de la funciéon f(x) =-x*+ 5x—3 en el intervalo [2, 2 + h] vy,
con el resultado obtenido, calcula f'(2).

f(x) =—x2+5x—-3 en [2, 2+ h]

SQ2+h)—f(2 _ —-h2+h _
h h

= Iim h+1)=1

h—0

-h+1

3 Utilizando la definicion de derivada, calcula f'(3) en las siguientes funcio-

nes:
_3x-2 o,
a) f(x) === b) f(x) = x? — 4
o) flx) = (x - 5)? d) f(x) = Z;x
D3 = g LOIWSO L VD5
h—0 h h—0 7
DS G) = dim LTSS R oh
Q3 = lim VICRE0 LY (G i D2=4h
h-0 h h—-o h
_ f(5+h) —f(3) B —2h -2
DB = lim P = gy 2= 22
. b0 h h3o Oh + 3h2 9

4  cCalcula la funcion derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-

cion:
_S5x+1 a2
a) f(x) =5 b) f(x) =3x“ -1
-1 _ a2
o) flx ~_3 df(x)=x2-x
Sh
o fx+h) - f(0 ; P 5
. '’ — l S S l a4 _ D
A h@o h hzzo h 2
D) /() = lim Jarbh-fo o 3ht+oxh | o
h—0 h h—0 h
i - Sflx+h)—f(x _ -h _
O thlO h hhfjo (x-2)-(x+h-2)-h
1 -1

T T i h= D e 22

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Jx+h) - fx) h?+2xh - h

dDfx) = lim ——— = lim —————— =2x-1
h—>o0

h h—o0 h

Reglas de derivacién

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

2_3 x+1
a)y== b)y=-X""
Y x%+3 Y 2-x)?
)
QOy= dy=(05-=
)y ot vn )y 10
a)y/=ZX'(XZ+3)—(XZ—3)~2x= 12x

(x? + 3)? (x? +3)2

Q-x02+(x+1-2Q2-x X+ 4
b))y’ = =
Y 2 - x)* 2-x)3

6x~(x+\/§)—3x2-(1+ 2\1/;)

)y = _ 9x2+6x2'\/;
g (o +\x )2 2\ (xc + Vi )?

o=t (o5 XV =2 (g5 X))
T (0’5 10) 5 (0’5 10)

Halla la derivada de estas funciones:

= x3 = x2+13 =
a)y‘m b) y ( x ) Ay

sen x

3 (e + D2 =x3 -2 (x+ D _ a?-(x+3)

VY= (x + 1) (c+ 1)

2

2 2 e — (22 2 2,2
b)y,=5,(x;1)'2xx (x +1)=3_(x +1).x 1

X X X
)y = ZCOSX
sen? x
cos? x + sen? x 1
d)y’ = =
cos? x cos? x

Deriva las funciones siguientes:

a)y = e**(x—1) b)y= A=2% O y= 2"
ex

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones

2

sen x
dy-=
cos x

dDy=mQ2x-1)



4.0V (-1 + e 1= (4o -3)

a)y’

2-(0-x-e-0-x0%¢e _ 2-0-0-0-x% _ x*+4x-3

b)y/ N er X X

2% p2  2x=1l.Ip2

OV Ty T

2

dy'’'=
)y 2x—1

8 Deriva estas funciones:

aAy=mm(x*-1) b)y=mV1-x c)y=ln—: d) y = sen
e
2x
Ay = ==
Y x? -1
_—1
by’ = 2N1 — x _ -1
l-ex—lnx-ex l—lnx . p
x x —x-Inx
o)y = =
Y er X x - e
d)y’'=2x-2"sen x?* - cos x> = 4x - sen x* - cos x*
0 Calcula la derivada de estas funciones:
2
a) y = sen x cos? x p)y= S X
1+ cos? x
c)y=e"2"1 d) y=cos3Qx+1)

cos3 x =2 sen? x - cos x

ay’

by = 2sen x - cos x - (1 + cos? x) + sen? x - 2cos x - sen x _ 4sen x - Cos X

(1 + cos? x)? (1 + cos? x)?

2
2x - X1

oy’

dy'=-=2-3-cos?Qx+1)-sen(x + 1) = =6 - cos>(2x + 1)sen(2x + 1)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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10 Deriva las funciones siguientes:
a)y=log2l b) y = Vsen a2 c)y='\,M
x 1-2x

a)y = log,1 - log,x

I S
Y x In?2
2x - cos x?
b)y! = ———
Y 3Vsen? x2
2-1-20+0+2x) -2 4
_ 2 _ 2
Oy = a-2x __(d-2v _
5. ’1+2x 5. 1+ 2x
1-2x 1-2x
_ 2 _ 2
_ 3
(1— 222 - '1+2x Va 2x)3(1 + 2x)
1-2x
1+
o 2x  2x+1 2x+ 1
dy'=

2-\/x+\/;_ JRY R e R

m Halla la derivada de:

a)y=\'x\/; b)y=mn X
x+1
c)y=ln(senVe7) dy= x—1
x+1
a)y=§/x73 - y'= 3
4 - x

b)y=%-(lnx—ln(x+ D)

2 x  x+1 2x2 + 2x
C)y’: ex/Z.COS o
2-sen\/ex

x+1-x+1
(x + 1?2 1

5. /x—l "Vl D e D?
x+ 1

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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Recta tangente
12 Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
cuya abscisa se indica:

2
ab,:% en x=1 b)y=0,3x—0,01x2 en x=10

Oy=VIx+12 en x=-3 d)y=%en x=2

e)y=§i§ en x=3 f)y=sen’x en x=%
gy=e*en x=0 h) y = sen x cos x en x=%
Dy=lm(x+1) en x=0 Dy=xlnx en x=e

a) ® Ordenada en el punto: x=1 — yp=-1
e Pendiente de la recta: y'=-3x — yp' (D =-3
Recta tangente: y=-1-3 - (x—1) = 3x + 2
b) e Ordenada en el punto: x=10 — y=2
e Pendiente de la recta: »'=0,3-0,02x — »’'(10)=03-0,2=0,1
Recta tangente: y =2+ 0,1 - (x-10) =0,1x + 1

¢) ® Ordenada en el punto: x=-3 — yp=3

e Pendiente de la recta: y’'= 1 y' (3 = 1
2\x + 12 6
_ 1 _ 1 7
Recla tangente: y =3+ —(x+3) = —x+ —
6 6 2
d) e Ordenada en el punto: x=2 — yp-= %
e Pendiente de la recta: y'= bl SN ' (= —
x? 4
Recta tangente: y = 1. (x—-2)= L+
2 4 4
e) ® Ordenada en el punto: x=3 — y=-4
. -10 -10 _ =5
e Pendiente de la recta: y'= ——— 3= — = —
Ve T i 2

Recta tangente: y = —4 — % (x—3) = _2—596 + %

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



f) ¢ Ordenada en el punto: x = y=1

(S|
2

e Pendiente de la recta: y'=2-senx-cosx — Y’ (%) =0

Recia tangente: ) =1
g) e Ordenada en el punto: x=0 — yp=1

e Pendiente de la recta: ' =—-e>* — ' (0)=-1

Recia tangente: y=1-1-x=-x+1

h) ¢ Ordenada en el punto: x = - y= %

SN

e Pendiente de la recta: y’'= cos? x —sen’x — y'

T _
z)‘o

Recta tangente: ) =

| =

i) e Ordenada en el punto: x=0 — p=0

- ' @=1

e Pendiente de la recta: y'=
x+1

Recta tangente: y = x

j) ® Ordenada en el punto: x=e¢ — y=e¢
e Pendiente de la recta: y'=mx+1 — yp'(e)=2

Recta tangente: y=e+ 2 -(x—e) =2x—e

Pagina 179

® Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = x? + 4x + 1, que es parale-
§ laalarecta 4x—2y+5=0.

Calculamos la pendiente de la recta 4x — 2y +5 = 0:
4dx—-29+5=0 - y=2x+% — Pendiente 2.
Y =2x+4=2 - x=-1

La recta tangente tiene pendiente 2 y pasa por (-1, —-2):

y==2+2 - x+1D=2x —> y=2x

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



@ Halla las tangentes a la curva y = Z_xl paralelas a la recta 2x +y = 0.
x —

S

16

La pendiente de la recta 2x+y=0 es m = -2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

pro 2@-D-2x _ 2x-2-2x =2
(x - 1)? x2-2x+1 x*P-2x+1
y=2 > — 2 -2 5 2=20%-2x+1
x2-2x+1

__—x=0 — Punto (0, 0)

Zo2x+1 > x?P-2x=0 — -—2=0
x2 - 2x x2 - 2x x(x = 2) T~—x=2 — Punto (2,4

Recta tangente en (0, 0): y = —2x
Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x—-2) — yp=-2x+38

Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funcién y = 4x — x> en los pun-
tos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte son (0, 0) y (4, 0).
»'(0) = 4 pendiente en (0, 0)
y'=4-2x )
T~ »'(4) = —4 pendiente en (4, 0)
Rectas tangentes:
En (0,00 — y=dx

En 4,00 — y=-4 (-4 =-4x+106

Halla los puntos de tangente horizontal en las siguientes funciones y escri-
be la ecuacion de la tangente en esos puntos:

a)y=x3-2x%+x b) y = —x* + x2

6x x2-5x+4
C = d == =7
)y 241 )y

__—x=1 = »=0
T~ x=1/3 — y=4/27

/x=0 - »y=0

)y’ =3x>—4x+1=0

b)y'=—4x3 + 2x = x - (4x? +2) =0 x=+2/2 - y=1/4
I =22 - y=1/4
,_6-(x*+ 1D —6x-2x _ £ g X=1 = =3
Ay o212 0 > -6x*+6 O\x=_ BN

_x=5 x-(*-5x+4 -1 _ 2 40—
dy 2 0 > x*-4 O\x=—2 S -9

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Maximos y minimos. Puntos de inflexién

17 Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

3
a)y=x3-3x2+9x+22 b)y=# ) y=ax%_2x3
d) y = x%+ 2x2 y=—1 f)y=e*(x—1)
x2+1

)y =x3—3x%+9x + 22
S0 = 3x% = 6x + 9
fl0=0 = 3x>-6x+9=0 — No tiene solucion.
No tiene ni maximos ni minimos.

[ =6x-6=0 = x=1
/<0 f1>0
FN L

Hay un punto de inflexion en (1, 29).

3t — 8x3
by = X' =8x7
)y 12

Fi) = 123 — 24562

= 3 — 22
12

, _ e o /x=0 - »y=0
JE=0 = Fx=D=0—_ _,  ,-_u3

f'<0 . /<0 . >0
\ 1 \ 3 /

Hay un minimo en (2, _?)

7 — 2 _ — _ - /x=0 - y=o
Jr0 =337 —dx =0 = xGx=D =0\ _4n - (648D

120 pr<0 [0
NN AN/

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (i ﬁ)

37 81
©) f1(x) = 4x3 — 6x?

o ppe o /x=0 - »=0
J@=0 = FEx-0=0=_ 15  ,-_2716)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



[S0 f<0 L preo
\ 0 \ % /

. 3 =27
H =, —
ay un minimo en (2, 16 )

S = 12x% — 12x = 12x(x - 1) = 0

[r>0  fr<0 f7>0
NI NG

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en (1, —1).

d) f1(x) = 4x3 — 4x
flo=0 — 4x(x°+1D=0 — x=0 — »=0

fr<0 , j‘/>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x? + 4# 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e) fi(x) = —=—=—
(xz + 1)2

=0 - 2x=0 - x=0 — y=1

f'>0 . f'<0

/ ! \

Hay un maximo en (0, D).

f(x) = 2+ 12+ 2x 22+ 1) - 2x _ 2(x2+ 1) + 8x2 _ 62 — 2
(o + D* (x? +1)3 (x%+1)3

M) =0 — x=+¢

o=
I
+
Y |’_‘
I
+
w|®
N
<
I
SNI[SY

w|®
IN{ISY

Hay un punto de inflexion en (— ) y otro en

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



) fllx) =eXx—-1) +e¥=e(x—-1+1) = xe*
=0 — xe*=0 — x=0 (pues e*=#0 para todo x)
y=-1

.f”<0 I -f//>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, —=1).

S(x) = e + xe¥ =e*(1 + x)

f"o=0 - x=-1 — y=_72

S0 0
N\

Hay un punto de inflexion en (—1, i)
e

18 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen maximo o minimos:

1 2x—3 x2 x%2-1
= b)y= 2X—2 = d)v=
VY G VT OV V=3
a)y= Dominio = IR —{=2, 2}
x2 -
f’(x)=—_2x =0 = x=0

(x? = 4)?
Signo de la derivada:

S0 0 <0 f<0

/ ) / 0 \ 2 \
La funcion: crece en (—oo, =2) U (=2, 0)

decrece en (0, 2) U (2, +)

. L. -1
tiene un maximo en O, —

4

_ 2x-3 R L
by = T Dominio = R — {-1}

F1(x0) = 2+ 1D -2x—-3) _ 2x+2-2x+3 _ 5
(x + 1? (x + 1? (x + 1?

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



f'(x) >0 paratodo x#—1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—eo, —=1) U (=1, +0).

No tiene maximos ni minimos.

Ay= Dominio = IR

x2+1

Fi) = 2x(x? + D —2x - x? _ 233+ 2x-2x% _ 2«

(xz + 1)2 (.XZ + 1)2 (XZ + 1)2

f)>0 - 2x=0 — x=0

Signo de la derivada:
S'<0 />0

\6/

La funcion: decrece en (—oo, 0)

crece en (0, +o0)

tiene un minimo en (0, 0)

2
dy= xx—l‘ Dominio = R — {0}

e — (32— 2 _ 42 2
f/(x)=2xx =1 _ 2x*—x"+1 _ x°+1
x? x? x?

f'(x) 20 paratodo x#0.

f'(x) >0 para todo x # 0.

La funcion es creciente en (—oo, 0) U (0, +o0).
No tiene maximos ni minimos.

19 Halla los intervalos de crecimiento y los miximos y minimos de las siguien-
tes funciones:

8 -3x x2+1 x3
= _8-3x b) v = -
Ay x(x—2) )y x2-1 Dy x2-1
_ 2x“-3x - 2 _ 8
d e y=x3-3x%-9x Dy=——7""—
2-«x Y Y i (x—3)

8-3x _ 8-3x
x(x=2)  x2_2x

ay= . Dominio = R —1{0, 2}

£ = 32 =20 -8 -3x) - 2x—2) _ —3x*+ 6x—16x + 16 + 6> — 6 _

(x% — 2x)? (x? — 2x)?
_ —3x?—16x + 16
(x? - 2x)?

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



_16+V256-192 _ 16+ V64 _

fl0=0 = 3x?-16x+16=0 —

6 6
_ 16i8/‘x=4
6 T—~x=4/3
Signo de la derivada:
S'>0 S'>0 JS'<0 J'<0 S'>0

/ ' / é\é \ ! /

La funcion: es creciente en (—oo, 0) U (0, %) U (4, +o0)

es decreciente en (%, 2) U, 4

. . ( 4 9)
tiene un maximo en g, -

|

l\)|>—=

tiene un minimo en (4, -

2
by=27 L pominio =R - -1, 1)
x*—1

2x(* =D —(*+ D 2x _ 2x3—2x-2x-2x _  —4x

S0 = (x? = 1)? (x? = 1)? (x? - 1)?

=0 — —-4x=0 — x=0

Signo de la derivada:

fr>0 I fr>o /‘/<O j‘/<0

/71'/0\1\

La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (=1, 0)

es decreciente en (0, 1) U (1, +o0)
tiene un maximo en (0, —1)

3
o y=—"" Dominio =R - {1, 1}
2
x -1

322 =D —x3 - 2x _ 3xt—3x? -2t | ot —3x? _ XP(x%-3)
(x? = D? (% = D? (-1D*  @-D?

x=0
S
3

S =

S0 =0 = x*(x*-3)=0

X =

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Signo de la derivada:
f'>0 If/<0 . /<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
_— NG \—1' ~_ 0 ~_ 1 N V5 _—

La funcion: es creciente en (—oo, 3 U (\/3, +o0)

es decreciente en (—V3, -D U1, DU, V3)
tiene un Maximo en (—\/3 , —3—\2/5)

tiene un minimo en (\/5 , #)

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

2
dy= % Dominio = R - {2}

0 = (4x-3)-Q-20-Cx*-30 - (D _ 8x—4x*>—06+3x+2x*-3x _

(2 —x)? (2 —x)?
_ 2x?+8x-6 _ 2(x? - 4x + 3)
(2 — x)? (2 - x)?

S0=0 - x*-4x+3=0 —> x= Az 126_12= 412\/2 =

_ 4 %2 /x=3

2 T—x=1

Signo de la derivada:
S'<0 >0 >0 <0

\ 1 / 2 / 3 \
La funcién: es creciente en (1, 2) U (2, 3)
es decreciente en (—oo, 1) UJ (3, +o0)

tiene un minimo en (1, -1)

tiene un maximo en (3, -9)
e)y =x3—3x%-9x. Dominio =R
S0 =3x% = 6x -9 =3(x? - 2x - 3)

o C2+V4+12 _ 22V16 _2+4 _—Xx=3
=0 — x > > > T x =]
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Signo de la derivada:

La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (3, +o0)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)
tiene un minimo en (3, —27)

fy= 8 = 8 . Dominio = R - {0, 3}

x2(x - 3) X3 —3a2

Fi) = -8Bx? - 6x) _ -8xBx—-6) _ -8Bx—0)
x4 - 3)? xH(x - 3)? x3(x — 3)?

f)=0 - 3x-6=0 — x=2
Signo de la derivada:

/<0 />0 . /<0 . /<0

\(:) / 2\3\

La funcion: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (—o0, 0) U (2, 3) U (3, +o0)

tiene un maximo en (2, -2)

20 Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes

funciones:
a)y=x3-3x+4 ®y=x4—6x2 Oy=(x-2)*
@y=xex e)y=i:a1€ Dy=m(x+1)
a)y=x3—3x+ 4. Dominio = R

S0 =3x% = 3; fr(x) = 6x

[0 =0 > 6x=0 — x=0

Signo de f"(x): 150 0

N\
La funcion: es convexa en (—oo, 0)

es concava en (0, +o0)

tiene un punto de inflexion en (0, 4)
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b) y = x% — 6x2. Dominio = IR
S0 = 4x3 —12x; [0 = 12x% - 12

=-1
1 - 2 — /.X'
[ =0 — 12(96—1)—O\x=1

Signo de f"(x):
S0 /<0 S">0
N2 NN

La funcién: es concava en (—oo, —1) U (1, +o0)

es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexion en (-1, -5) y otro en (1, -5)
o) y = (x—2)* Dominio =R
S0 = 4(x - 2% (0 = 12(x - 2)
=0 — x=2
JS"(x)>0 para x#2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.
d)y =xe*. Dominio =R
[l =e"+txe¥=0+xe" ["x)=e*+ (1 +x)e¥=Q2+x)e"
f"x)=0 = x=-2 (e*#0 paratodo x)
Signo de f"(x):
fU<0 o f">0

Y

La funcion: es convexa en (—oo, —2)

es concava en (=2, +oo)

tiene un punto de inflexion en (—2, —%)
e
_2-x S =
ey= 1 Dominio = R —{-1}
f/(x)=_1(x+1)—(2—x)=—x—1—2+x= )
(x + 1? (x+ D? (x + 1D?
6
”(.X') =___ Y
/ (e + 1)

f"(x) #0 para todo x.
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Signo de f"(x):

La funcion: es convexa en (—oo, —1)
es concava en (=1, +oo)

no tiene puntos de inflexion

) y=n(x+ 1. Dominio = (-1, +eo)

o1
S =

) = —L—
S (x + 1?

S"(x) <0 para x € (=1, +oo)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +o0).

21 Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de in-
flexion en el punto de abscisa x = 1:

aA)y=1+(x-1)>3 b)y=2+(x-1* Ay=3-(x-1)°
a) f1(x) = 3(x— D3 S = 6(x—1)
[0 f1>0 fr<o0 o[>0

- DAY
Hay un punto de inflexién en x = 1.
b) f1(x) = 4(x— 13, S0 = 12(x — 1)?

fr<0 , fr>0 fr/>0 | f”>()

~ ' NN,

Hay un minimo en x = 1.

o) f1(x) = =6(x— 1)> F1(x) = =30 (x — D4

f>0 . JS'<0 fr<o . f"<0

N CN O

Hay un maximo en x = 1.
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PARA RESOLVER

22 Prueba que la recta y = —x es tangente a y = x3 — 6x2 + 8x. Halla el punto
de tangencia y estudia si esa recta corta a la curva en otro punto distinto al
de tangencia.

y'=3x2-12x +8
Veamos para qué valor de x tiene pendiente —1:
3x% —12x +8 = -1

3x2 - 12x+9 =0 <§:i : ;:j
El punto (3, -3) verifica la ecuacion.
Veamos los puntos de corte:

x3-6x?+8x=-x — x2-6x>+9x=0

/x=0 - =0

x.(x2_6x+9)=0\x=3 S oy-23

El otro punto de corte es (0, 0).
@ Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x% — 10 en su
S punto de inflexion.

e Hallamos su punto de inflexion:

S0 = 12x% — 4o, f7(x) = 24x — 4

S =24x-4=0 —> x= %
j‘// <0 I f‘// >0
1
N v\
Hay un punto de inflexion en (%, —22L71)

e Pendiente de la recta tangente en ese punto: [ ’(%) = —%
e Ecuacion de la recta tangente:
271 1 (x 1 )

27 3

6
Pagina 180

@ Determina la parabola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a la recta y = 2x—3
s enel punto A(2,1) y que pasa por el punto B(5, -2).

y=ax’>+bx+c
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y'=2ax+b — yp'R2)=2 —> 4a+b=2
Pasa por A2, 1) — y@2)=4a+2b+c=1
Pasa por B(5,-2) — p(5) =25a +5b+c=-2

Solucion del sistema: a=-1, b=6, c=-7 = y=-x>2+6x-7
25 Lacurva y= x3+ ax?+ bx + ¢ corta al eje de abscisas en x = -1 y tiene un
punto de inflexiéon en (2, 1). Calcula a, b y c.

y=x3+ax?+bx+c

f1(x) = 3x%+ 2ax + b

f"(x) = 6x + 2a

/D=0 - —1+a-b+c=0 a-b+c=1 a=-6
=1 — 8+4a+2b+c=1 4a+2b+c=-7 b=1_30
[ =0 — 12+2a=0| a=-6 C=%

26 De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + y = 0.

a)Halla a y b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

a) f(x) = ax3 + bx, f'(x)=3ax>+b

JO=1 — a+b=1 - o
f(H=-3 - 3a+b=-73 b=3 SO0 = -2x° + 3x

b) f(x) = —6x> + 3

oo V2
/ 2
=0 = B3Qx*-1D=0
! S
2
Signo de la derivada:
f'<0 . f'>0 f'<0

B

La funcion: es decreciente en (—oo, ——

V2 2

es creciente en (———, —
( 22 )
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. o 2
tiene un minimo en (——, —\/E)

2
tiene un maximo en (g, V2 )

0 six<0
27 Considera la siguiente funcion: f(x) =< x2 si 0<x<1
S x sixz21
a) Estudia su continuidad.

b) Estudia su derivabilidad.

a) Continuidad:
eSi x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

*En x=0:

lim f(x)= Ilim 0=0

x—0 x—0
lim fGO = lim 2 =0 xlz‘iq;zo [ = f(0). Por tar_lto, la funcion es continua
x—0" x—0 en x=0.
JO=0
*En x=1:

lim f(x) = lim x*=

x—=1 x—=1
lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es continua
lim GO = lim x=1 { [ SO =/D nto, la fu u
x—1" x—1 en x=1
S =1

La funcion es continua en IR.
b) Derivabilidad:
°Si x#20 y x#1 — La funcion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 si x<0
Si=492x si 0<x<1
1 si x>1

*En x=0:

S0 =0=/"(0". Por tanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) =0.

*En x=1:

S =2=/f(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



La funcién es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 si x<0
) =<2x si 0<x<1
1 si x>1

28 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Calcula, ob-
servandola: f'(-1), f'(1) y f'(3)

¢En qué puntos no es derivable? 2

JS'ED =0; f1(D)=0; f/(3) =2 A3 2| 4

No es derivable en x=0 nien x= 2.

29 ;Cuantos puntos hay en esta funciéon que no tengan derivada?

y=|x%+6x+8]|

~6+V36-32 _ —6+V4 _—6x2_ __ —x=-2

x*+6x+8=0 — x=

2 2 2 T—x=-4
x2+6x+8 si x<-4 2x+ 6 si x<—4

Y= 1-=x?-6x-8 si -4<x<-2 y'=q9-2x-06 si —4<x<-2
x2+6x+8 si x>-2 2x+ 6 si x> -2

La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.
En x=-4 — p/(=4)=-=2#yp'(-4") =2
En x=-2 — )/ (-2)=-2#yp'(-2"=2

La funcién no es derivable en x =—4 nien x=-2; es decir, en (4, 0) y en (-2, 0).
Son dos puntos “angulosos”.

@ Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

_Jax®+3x si x<2
J) {xz—bx—4 six>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
eSi x#2 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=2:

lim [f(x) = lim (ax® + 3x) =4a + 6
X —>

X — 2"

lim f(0) = lim (x* = bx —4) = =2b
x =2 x =2
fQ2) =4da+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
b=-2a - 3.
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Derivabilidad:

eSi x#2 — lafuncion es derivable. Ademas:

1A - ) 2ax+ 3 siox <2
S0 {Z.X—b siox> 2

*En x=2:

J /(2:) =da+3 } Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
J@Y=4-b ] p-_4a+1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=2a-3| 20a-3=-4a+1 — 2a=4 — a=2
b=-4a+1| b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo IR, hadeser a=2 y b=-7.

31 Observa las grificas de las a) b) <)
siguientes funciones e indi- \\
ca en qué puntos no son de- \
rivables.

\\

/
N\

R

ble en todo IR?

\

\
¢Alguna de ellas es deriva- !ﬁ—
\\

a) No es derivable en x=-1 (tiene un punto “anguloso” nien x =2 (no estd de-
finida la funcion).

b) Es derivable en todo IR.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

32 Lafuncion f(x) esta definida por:

x3—x si x<0
x=
S {ax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continua y derivable.
Continuidad:
*En x#0 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

*eEn x=0:

lim f(x)= lim (x3-x) =0
x—>0 x—0

lim f(x) = Ilim (ax+b)=0>b Para que sea continua ha de ser b =0
x =0 x =0

S =0
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Derivabilidad:

eSi x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

f/(x)={3x2—1 si x<0

a si x>0

*En x=0:

;’Eg? =-1 } Para que sea derivable, ha de ser a = —1.
o (0% = a

Por tanto, f(x) serd continua y derivable si a=-1 y b =0.

33 Considera esta funcion:

x2+2x-1 si x<1
x=
S {x+1 si x>1

a) Estudia su continuidad.
b) Estudia su derivabilidad.
c) ¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

d) Represéntala graficamente.

a) Continuidad:

e En x # 1: La funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

*En x=1:

lim ) = lim (x*+2x—1)=2

x—1" x—1

lim fGO = lim (x+1) =2 xlzinlf(x) = f(1. Por tan.to, la funcién
x—1" x—1 es continua en x = 1.
JfH=2

La funcién es continua en todo IR.

b) Derivabilidad:

eSi x#1: La funcidon es derivable. Ademas:

f/(x)={2x+2 siox<1

1 si x>1

*En x=1:
A =4=0H=1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en R — {1}.
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¢) Puntos en los que ["(x) = 0:
S0 =2x+2 si x<1
2+2=0 — x=-1
So=1si x>1 = [f)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

d) Grifica de f(x):

Ve

34 De la funcion f(x) = x% + ax + b se sabe que:
— Tiene un minimo en x = 2.
— Su grafica pasa por el punto (2, 2).

Teniendo en cuenta estos datos, ;cuanto vale la funcion en x = 1?

S =x*+ax+b
S =2x+a — [f(QD=4+a=0 —> a=-4
fQ=4-8+b=2 — b=6
= f)=x>—4x+6
J =3

35 Calcula p y g de modo que la curva y = x? + px + g contenga al punto
S (2,1 y presente un minimo en x = -3.

y=x>+px+q

y'=2x+p — p(B3)=-06+p=0 = p=6

f(2)=-8+g=1 —> g=9

= py=x>+6x+9

36 1Lafuncion f(x) esta definida de la siguiente manera:
S

e, x<0
S =11, 0<x<3
—x2+3x+2,x>3

Estudia su continuidad y derivabilidad.
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e¥, x<0
S =41, 0<x<3
—x*+3x+ 2, x23
Continuidad:
Si x#0 y x#3 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

En x=0

lim flx) = lim e¥=1

x =0 x—0
lim f(x) = lim 1=1 lim f(x) = f(0). La funcién es continua en x=0
x—0 x—0 x—0
S =1
En x=3
lim f() = lim 1=1 lim f(x) # lim f(x)
x =3 x =3 X =3 x—3"
lim f(x) = lim (—x?+ 3x+2)=2 No es continua en x =3
x—3" x—3"
JB =2

La funcion es continua en IR — {3}.

Derivabilidad:
Si x#0 y x#3. Es derivable y:
e~ x<0

S0 =140 0<x<3
2x+3 x>3

En x=0

SO0 =1#f(0"=0 — No esderivable en x = 0.

En x=3 — No es derivable pues no es continua.

La funcion es derivable en IR — {0, 3}.
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Problemas de optimizacién
Con una cartulina rectangular de 2 m X 3 m se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello se recorta un cuadrado de cada uno de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



i

'n
=
W
|
g

3

El volumen de la caja es:
V) =3 -2x) - 2-2x)x, xe€ (0, D
V(x) = 6x — 10x2 + 4x3
V'(x) = 6 — 20x + 12x?
o B 2 _ _ 10+ V28 __— 1,27 (no vale)
Vi) =0 = 6-20x+ 12x> =0 — x T2 T 039

Vi(x) = =20 + 24x; V"(0,39) <0 = x=0,39 esmiximo.

38 Entre todos los triangulos isosceles de perimetro 30 cm, ¢cual es el de area
S  maxima?

Perimetro = 2x + y =30 — y»=30-2x

2
Altura = h = A x% - yT

,,, » (Bc—2x)2

Area = = =
2 2

_ (80-2x0 '2“ 30x =225 _ (15 _ a)\30m = 225 = V(15 — 02(30x — 225) =

V30x3 — 1125x2 + 13500x — 50625

Tenemos que maximizar la funcion area:

F(x) = V30x3 — 1125x% + 13500x — 50625

90x% — 2250x + 13500
273043 — 1125x2 + 13500x — 50625

J'Co =

S =0 —  90x% —2250x + 13500 = 0
90(x? — 25x + 150) = 0

_25+V625-600 _ 25V25 _25+5 __—x =15 (novale)
2 2 2 T—~x=10

(x =15 no vale, pues quedaria y =0, al ser perimetro = 30)
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39

40

(f"(x) >0 alaizquierda de x=10 y f"(x) <0 ala derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de drea miaxima es el equilitero de lado 10 c¢m, cuya area es

25V3 =433 cm?.

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cudl debe ser el radio de la base?
h?+R?>=100 — £K?=100 - h?

Volumen = %nth - %nuoo —h?h = %nuooh —h3)

Tenemos que maximizar la funcién volumen:
) = %n(lOOh —h3)

F1(h) = %n(loo —3h?)

S =0 — 100-3h*’=0 — h=\/%

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

(f’(h) >0 alaizquierda de h = 1(3)—0 y f'(h) <0 ala derecha de h = %

Luego, en h = '\,% hay un méximo).

Por tanto, el radio de la base sera: R? =100 —h? = 100 — 100 _ 200 200

- R=14]"
3

Se sabe que el rendimiento, 7 en %, de un estudiante que realiza un examen
de una hora viene dado por »(#) =300z(1—1¢) siendo 0<¢<1, ¢t en horas.

a) Explica cuando aumenta y cuando disminuye el rendimiento.
b) ¢Cuando se anula?
¢) ¢Cuando es maximo?

r(t) = 3000(1 —¢t), 0<t<1, t en horas.

a) r'(t) = 300 — 600t

r'>0 r’'<0
/ \

r(z) aumenta entre Oy %, pues r es creciente.

1
"@=0 = t=—=
') 5

N|>—l——

r(t) disminuye entre % y 1, pues r es decreciente.
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br)=0 — 300t-A1-H=0 — t=0y t=1

Ar=0 — t= % (Es maximo pues 7’>0 a suizquierday r'<0 asu

derecha).

Un comerciante compra articulos a 350 € la unidad y sabe que si el precio
de venta es 750 €, vende 30 unidades al mes y que por cada descuento de
20 € en el precio de venta, incrementa las ventas de cada mes en 3 unida-
des. Determina el precio de venta que hace maximos los beneficios del
comerciante.

Llamamos: x = n® de veces que se descuentan 20 €.
Asi, el precio por unidad serda de: 750 — 20x, y por tanto se venderdn 30 + 3x
unidades al mes; luego el dinero obtenido por las ventas vendrd dado por la fun-
cion:

S0 = (750 — 20x) - (30 + 3x) = —60x? + 1650x + 22500
Maximizar los beneficios es equivalente a maximizar esta funcion:

/1(x) = —120x + 1650

1 = _ 1650 _
fo=0 = x 20 13,75

Comprobamos que, efectivamente, se trata de un maximo:
(%) = =120
J1(13,75) = =120 < 0 = x = 13,75 es maximo

Por tanto, el precio de venta que hace maximos los beneficios es:

750 — 20 - x =750 — 20 - 13,75 = 750 — 275 = 475 €/unidad

Se quiere construir una pista de entrenamiento que consta de un rectangu-
lo y de dos semicirculos adosados a dos lados opuestos del rectangulo. Si se
desea que el perimetro de dicha pista sea de 200 m, halla las dimensiones
que hacen maxima el area de la region rectangular.

Perimetro de la pista = 2x + ® - y = 200

200 — 2x

Despejamos: y = p

200 — 2x _ 200x — 2x?

Area del rectingulo = x - y = x -
gu N4 T -
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Derivamos:

A/=@—4—X=O - x=50m - y=mm
T T i
A" = _%; A"B0) <0 = x=50 es miaximo)

43 El saldo, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo viene
S dado por la funcién:

40,2t si 0<t<4
J@)=14932+0,04(t—4) si 4<t<8
3,36 +0,1(t—8)2 si 8<t<12

Deduce razonadamente el valor de ¢ en el que el capital fue maximo.
40,2t si 0<1<4

f)=4932+004—-4) si 4<1<8
336+ 0,1(t—8)?% si 8<t<12

En el primer intervalo se trata de una funcion afin decreciente que alcanza el maxi-
mo valor en 0, f(0) = 4.

En el segundo intervalo tenemos otra funcion afin creciente, por lo que alcanza su
maximo valor en 87, f(87) = 3,30.

En el tercer intervalo, derivamos:
S =02--8

Tiene un minimo en ¢ =8, por lo que alcanza el maximo en el otro extremo del
intrvalo: f(12) = 4,90.

Por tanto, el capital fue maximo en ¢ = 12.

44  Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida

S que transcurre la jornada laboral. (Dicho rendimiento corresponde al
numero de instancias revisadas en una hora). La funcion que expresa dicho
rendimiento es: R(¥) = 30¢t—10,5¢% + t3 siendo ¢ el niimero de horas trans-
curridas desde el inicio de la jornada laboral.

a) Determina cuando se produce el maximo rendimiento y cuando se pro-
duce el minimo rendimiento.

b) Halla la tasa de variacion media del rendimiento R(#) entre t=2 y t=4.

Vamos a suponer una jornada laboral de 8 horas; es decir:

R() = 30t — 10,5t% + 13, t e [0, 8]
a) R'(t) = 30 — 211 + 342

o , . —1=5
R(H=0 — 50—21t+5t7—0\t=2
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. R'>0 . R'<0 . R'>0 . R(O)=0 R(Q2) = 26
O T2 T~ 7% RG)=125 R®) = 80

Hay un minimo relativo en #=5 y un maximo relativo en ¢ =2, pero el mini-
mo absoluto corresponde a =0 y el maximo absoluto a ¢ = 8 horas.

_ RA-RA2) _ 16-26 _

b) T.V.M.[2, 4] 2 >

-10 _ .
> 5

45 Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superfi-
cie. El metro lineal de tramo horizontal cuesta 2,5 € y el de tramo vertical 3 €.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea
minimo.

b) ¢Cual sera ese coste minimo?

DArea=x-y=6 — y=§
X 2
6 m y
Coste = 2,5 2x + 3 -2y =5x+ 6y
C=5x+i x
x
C’=5—3—§=O - x=%5z2,68m - y=V5=224m
x

(C// — 7_§; C”(ﬂss) >0 > x= 6\5/5 es minimo)
X

+6V5 =125 = 26,83 €

byC=5- 6;/5

46 Un banco lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad R(x) en
miles de euros viene dada en funcion de la cantidad que se invierte, x en
miles de euros, por medio de la siguiente expresion:

R(x) =-0,001x2 + 0,4x + 3,5
a) Deduce y razona qué cantidad de dinero convendra invertir en ese plan.

b) ¢Qué rentabilidad se obtendra?
R(x) = —0,001x% + 0,4 + 3,5

2) R'(x) = —0,002x + 0,4
R'(x)=0 — x =200 miles de €.
(R"(x) = -0,002, R"(200) <0 = x =200 es maximo)
Invirtiendo 200000 € se obtiene la mdxima rentabilidad.

b) R(200) = 43,5 miles de € = 43500 €.
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47

Un articulo ha estado 8 afios en el mercado. Su precio P(#), en miles de
euros, estaba relacionado con el tiempo, ¢, en aiios, que este llevaba en el
mercado por la funciéon:

412 + 4 si 0<t<2
P() =
@ {—(5/2)t+ 25 si 2<t<8
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de P(¥).
b) ¢Cual fue el precio maximo que alcanzo el articulo?

©) ¢Cudl fue la tasa de variacion media del precio durante los Gltimos 6 afios?

412 + 4 si 0<1<2
P() =
“ {—(5/2)z+25 si 2<1<8

8t 0<t<2

) P = {—5/2 2<1<8

(No existe P'(2), pues P'(27) # P'(2Y)).
P(1) es creciente en 0<¢<2 pues P'(t)>0.
P(1) es decreciente en 2 <t <8 pues P'(t)<0.

b) El maximo se alcanza en ¢t =2, P(2) = 20.

_P®-PQ) _5-20_-15_ -5
8-2 6 6 2

o) T.V.M.[2, 8]
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Una empresa de mensajeria ofrece estas tarifas:
— Si la carga es menor de 2 kg, costara 8 € por kilo.

— A partir de 2 kg, el precio por kilo se obtiene restando de 8 el numero de
kilos que exceden de 2.

La carga maxima que puede llevar un mensajero es 6 kg. Sea x el peso de
la carga, P(x) la funcion que nos da el precio por kilo de cargae I(x) la
funcion que nos da los ingresos de la empresa.

a) Halla las expresiones algebraicas de P(x) e I(x) y represéntalas.

b) ¢Para qué valor de x se obtiene el maximo ingreso?

a) Precio por kilogramo de carga:

8, 0<x<2 8, 0<x<2
POO=9g (w_2), 2<x<6 ~ 10-x 2<x<6

Ingresos en funcion de los kilos de carga:

! 0<x<2 8x, 0<x<2
I(x) = =
@ =110_mx 2<x<6 10x—x2, 2<x<6
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12 24 i
10 20 /]
8 16
6 PO 12
4
2
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 7 8

b) Se obtiene el maximo ingreso para x= 5.

CUESTIONES TEORICAS

49 Una funcion polinémica de tercer grado, ;cuantos puntos de derivada nula

S

puede tener? ;Puede tener uno o ninguno?

La derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcién polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningiin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:

=1
f)=x3-3x = [fl(x)=3x>-3= 0< i _ } Dos puntos

-1
J=x> = f(x=3x*=0 — x=0 — Un punto
S =x3+3x - fl0)=3x*>+3#0 paratodo x — Ninguno

Justifica que una funcion polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

La funcion f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0 y f'"(a)=0.
¢Puede presentar f un maximo relativo en el punto a?
En caso afirmativo, pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

fx) =—x* en x=0 es tal que:
>0 <0 S0 = —4x3 S0 = —12x7

0
0 TN Por tanto: f(0) =0 y f"(0) = 0

En (0, 0) hay un maximo relativo.
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Una funcion f es decreciente en el punto a y derivable en €l
¢Puede ser f'(a) > 0?
¢Puede ser f'(a) = 0?
¢Puede ser f'(a) < 0?

Razona tus respuestas.

Si f es decreciente en x = a vy es derivable en él, entonces [(a) < 0.
Lo probamos:

[ decreciente en a — signo de [f(x) — f(a)] # signode (x—a) —

L W@
X —a

X

Por tanto, f'(x) = [lim SO = [la@) < 0; es decir: f'(a) <0

)
x—=a X —d
Ejemplo: f'(a) = —x3 es decreciente en IR vy tenemos que:

100 = —302 {f (0 =0 (y f(x) es decreciente en x = 0)
! x = _ x

S1(0) <0 para x#0

Considera la funcién | x| (valor absoluto de x):

a) ¢Presenta un minimo relativo en algin punto?
b) ¢En qué puntos es derivable?
Razona tus respuestas.

J0 = |x]| = {—x si x<0, () = {—1 si x<0

x si x>0’ 1 si x>0
f(x) no es derivable en x =0, pues f(07) =-1# /(0" =1.

Por tanto, [ es derivable para x # 0.

5= |x| Pero f(x) presenta un minimo relativo en x = 0,
pues f(0) =0 <f(x) si x#0. De hecho, es el
1 minimo absoluto de f(x).

-1 1

La derivada de una funcion f es positiva para todos los valores de la variable.
¢Puede haber dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?

Razona tu respuesta.

Si f/(x) >0 paratodo x = f(x) es creciente; es decir, si a>b = fla) > f(b),
ysi a<b = [fla)<f(b.

Por tanto, no puede ser f(a) = f(b). (En este caso, tendria que existir un punto ¢
entre a y b, enel que f'(c)=0).
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55 De una funciéon f sabemos que f'(a) =0, f"(a)=0 y f"(a)=5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexion en x = a?

Justifica tu respuesta.

[ tiene un punto de inflexion en x = a.
Veamos por qué:

f"a)=5>0 — [" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que ["(x) <0 alaizquierdade a y f"(x)>0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexién en x = a.

56 Si f'(a) = 0, ;cual de estas proposiciones es cierta?
a) f tiene maximo o minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) f tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f"(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en x = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexiéon en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion o).

57 De una funcion f(x) se sabe que:
SO =3=0; f(2=0; f"(2)>0
¢Qué puedes decir acerca de la grafica de esta funcion?
=13 =0

f1(2)=0 [ tiene un minimo en x = 2.

f//(z) >0

58 La representacion grifica de la funcion derivada de una funciéon f;, es una
S  recta que pasa por los puntos (2, 0) y (0, 2).

Utilizando la grafica de la derivada:
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

b) Estudia si la funcién f tiene maximo o minimo.
Ax<2 — [f'>0 — [ creciente
x>2 — [f'<0 — [ decreciente P

bx=2 — [f'=0 ytiene un maximo 1

/L
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59 Sila grafica de la derivada de g es una parabola que corta al eje OX en (0,

S

0) vy (4, 0) y tiene por vértice (2, 1), ¢qué puedes decir del crecimiento y
decrecimiento de g?

Determina si la funcién g presenta maximos o minimos.
Si x<0 — g'<0 — g decreciente
Si 0<x<4 — g'>0 — g creciente 1

Si x>4 — g'<0 — g decreciente /‘0 2 4\
g/

En x =0 tiene un minimo y en x =4 un maximo.

Pagina 183
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@ Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f, g, b y j:

61

Jad 5 h' \ J

i

5 5

8 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funciéon polinémica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
[ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues ['(-2) = 0.

Jj tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues

J'(D=j'(3) =0.
g vy b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polinomica de primer grado es una funciéon constan-
te. Por tanto, es g".

¢) La derivada de una funcién polindmica de segunda grado es una funcion poliné-
mica de primer grado. Por tanto, es f".

¢Cual de estas graficas representa la funcion f y cual su derivada f'? Justi-
fica tu respuesta.

a / b) C
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a) La funcion es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3.
Luego, estas graficas si representan a una funcion y su derivada.

b)En x =0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. La recta tendria que
pasar por (0, 0).
No representan, por tanto, a una funcién y su derivada.

©) En x =1, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula, y tendria que pasar

por (1, 0). Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

Por tanto, solo la primera es valida.

Estudia la derivabilidad de estas funciones:

a)y=% b)y=Vx?+1
c)y=1—2/p dDy=In(x*-4)
a)y= Vx
f(x) es una funcién continua en R.
1
S = ——=
32

f(x0) es derivable en IR —1{0} (en x=0 no existe la derivada).

b)y=\x?+1
f(x) es continua en R.

x
Va2 + 1

f(x) es derivable en R.

[0 =

oy=1- Vn?
J/(x) es continua en IR.
—2x -2
R~
3Vt 5\/96

f(0) es derivable en IR —1{0} (en x=0 no existe la derivada).

dy=mx>-4)
x2—4>0 - x?*>4 > x<-2 6 x>2
J(x) escontinuasi x<-2 6 x> 2.
2x
() = —=—
4 x?—4

Jf(x) es derivable si x <-2 6 x> 2 (pues para ser derivable ha de ser continua).
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—x2 si x<0

63 Sea la funcion: = =
ea la funcién: f(x) = x | x| {xz §i x>0

Halla f'(x), f''(x) y represéntalas.

) = {—Zx si x<0

2x si x>0

En x =0 existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademas, f(07) = f'(0").

-2 si x<0
2 si x>0

S = {

En x=0 no existe la segunda derivada, pues f"(07) = f"(0").

S0 Jie))

-2

64 Prueba que la funcién f(x) = x + |x—3| no es derivable en x = 3.

f(x)={x—x+3 six<3}={ 3 si x <3

XxX+x—3 si x=23 2x—3 st x=23

0 si x<3
2 si x>3

S0 = {
f'(3) =0=#/"(3" = 2. Por tanto, la funciéon no es derivable en x = 3.

65 Calcula la derivada de orden n de la funcién f(x) = e**.
S0 = e
i) =2 e*
f//(x) — 22 . er

fn(x) =Qn . er

66 Dada la funciéon f(x) = e* + In(1 - x), comprueba que f'(0)=0 y f"(0) = 0.
¢Sera también f"'(0) = 0?

f’(x)=ex—ﬁ S O =1-1=0
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S =t 1 5 o S @=1-1=0
— X

2
"(x) = e~ — = U0 =1-2=-1%0
S RIE S

67 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-

68

cion y= |x2-4]|.

X2 -4 si x<-=2
SO =9x2+4 si 2<x<2

x2—4 si x>2

2x  si o x <=2
S0 =9-2x si 2<x<2
2x  si x> 2

En x = -2 no es derivable, pues f/(-=27) = -4 # f'(-2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f'(27) = -4 # f'(2") = 4.

e La derivada se anula en x = 0.
e Signo de la derivada: F1<0 150 f1<0 150
\ - / 0 \ : /

e La funcién tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( lim f(x) = [im [f(x) = +eo).
X — +oo X —> —o0

e Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que [(x) >0 para todo x.
Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la fun-

ci6n dada por: y= |x2+2x—3|

2 L _2xVa+12 _ 244 __—x=1
X“+2x-3=0 — x 5 S T~ x=_3

x2+2x-3 si x<-3
S =9 x2-2x+3 si 3<x<1

x2+2x-3 si x>1

2+ 2  si x<-3
flx)=4-2x-2 si 3<x<1

2x+ 2  siox>1
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En x=-3 no es derivable, pues f'(-37) = —4 # [/(=3") = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(17) = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:

2x+2=0 —> x=-1

Pero f'(x) =2x+ 2 para x<-3 y x> 1.

2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para 3<x<1
Por tanto f’(x) se anula en x=-1.
e Signo de la derivada:

R e Y L I

\_IS/_Il\i/

e La funcion: es creciente en (=3, =1) U (1, +0)
es decreciente en (—oo, =3) UJ (-1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (=3, 0) y otro en (1, 0).

69 Lafuncion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1) =0 yque f
no tiene extremo relativo en x =1. Calcula a,b y c.

@ Sies f'(1) =0 y no bay extremo relativo, tiene que haber una inflexion en x = 1.

S0 =x3 +ax®+bx+c
S0 = 3x% + 2ax + b
S"(x) = 6x + 2a

fM=1 - 1+a+b+c=1 a=-3
fD=0 — 3+2a+b=0 b=3 ¢ fO)=x3-3x%+3x
f"MH=0 - 6+2a=0 c=0

70 Halla a y b para que la funcion f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
JX)=3ax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0< x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

eSi x#-1 y x#0: La funcién es continua, pues estd formada por polinomios.
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e En x=-1:

lim f) = lim Qx+a)=-2+a
x —-1" x — -1
Para que sea continua, ha de ser
lim )= lim (ax+b) =—-a+b au ua,
x—-1" x—=-1

—2+a=-a+b, esdecir: b=2a-2.
fD=—-a+b

eEn x=0:
lim fx) = lim (ax+b)=b
x—0 x—0

lim [0 = lim Bx*>+2)=2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x =0 x—=0

fo) =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2y b=2.

Para estos valores, queda:

2x+ 2 si o x<-1
fo) =4 2x+2 si —1<x<0; es decir:
3x2+2 si 0<«x

_J2x+ 2 six<0
A {3x2+2 si x>0
Derivabilidad:

e Si x#0: Es derivable. Ademis:

1) = {2 si x<0

6x si x>0
*En x=0:
FO)=2=0"=0
La funcién no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

71 ;Existe algin punto en el que f(x) =

——— no sea derivable?
1+|x|
Justifica tu respuesta.

T—x si x<0
S = 1

si x>0
1+x
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Continuidad:

*Si x#0 — Es continua, pues esta formada por dos funciones continuas en los
intervalos en los que estan definidas.

eSi x=0:
lim [ = lim —— =1
x =0 x—>01l-x
, , 1 lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
= — =1
xlz_w)n o*ﬂx} xhzio 1L+x =0
SO =1

Por tanto, es una funcion continua en IR.

Derivabilidad:
e Si x#0: Es derivable. Ademas:

, B —(1 ey si x<0
S0 = 4 .
m si x>0

*En x=0:
SO =1=#f0Y=-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.
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