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Determinantes de orden 2

B Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones y calcula el deter-

minante de la matriz de los coeficientes:

a) 2x + 3y = 29 b) 5x—-3y= 8 o 4x+ y=17
3x— y= 5 —10x + 6y = -16 5x + 2y = 19
D I9x—6y= 7 e 18x + 24y = 6 £) 3x + 11y = 128
—6x + 4y = 11 15x + 20y = 5 8x— 7y= 46
2x + 3y =29 ‘2 31_
D e e 5} S |-z

Solucion: x =4, y=7

DA S e T P
_10x+6y=_16} 10 6 0. Solucion: x : +57”’y A
y dxt y=17 4 1‘=3¢0

5x +2y =19 5 2

Solucion: x =5, y=-3

a Ox—6y= 7 } ‘—96 _6‘ = 0. Incompatible

—Ox + 4y = 11 4
e)18x+24y=6 ‘18 24 0
15x + 20y = 5 15 20
Solucion: x = L+ — i?&, y=Ar
3 3
3x + 11y = 128 3 11 _ o _ 1402
8x— 7y = 46} 3 7 109 # 0. Solucion: x 09
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Determinantes de orden 3

B Queremos calcular todos los posibles productos (de tres factores) en los que in-
tervengan un elemento de cada fila y uno de cada columna de esta matriz:

6 9 3
2 58
4 7 1

a) Averigua cuantos productos hay y calcula todos ellos.

b) Hazlo de nuevo para una matriz 3 X 3 cualquiera.
1 M2 A3
1 Az A3

d37 A3; A3

a) Hay 6 productos: b)
6-5-1=30 3-5-4=060 ayy Gy, dss a3 dyy Ay
2-7-3=42 7-8-6=336 ays Ay ds, ay, dy ds,
9-8-4=288 2:9-1=18 Ay Aoz Gz Ay, Ay dss

Determinantes de orden 4

B En una matriz 4 X 4, scuiantos productos de 4 factores hay en los que interven-
gan un elemento de cada fila y uno de cada columna?

411 @12 3 Ay
A1 Gy p3 Gy
33 434
i1 Yo Az Yy

a31 asz

Hay 4! = 24 productos.

B ;Sabrias decir, en general, en una matriz cuadrada n X n, cuantos productos
de mn factores, uno de cada fila y uno de cada columna, pueden darse?

Hay n! productos.
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1. Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos
de ellos:

13 6 ‘136 ‘1 0 ‘7 —2‘ ‘3 11 ‘—140 7
a)‘/;z D g 2 99110 P07 2 Q21771 Pl 6o 3
113 6] ‘136 )

a)‘4 ) =2 b) 4 -2 =-50
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9) 111 8 ‘ =0, porque tiene una columna de ceros.
7 -2 . S
d) 7 ‘ =0, porque tiene sus dos filas iguales.
3 11 , .
e) 21 77| T 0, porque sus filas son proporcionales: (12) - 7 = (22)
-140 7 : a a
1) 60 -3 = 0, porque sus dos columnas son proporcionales: (2%) - (-20) = (12)

2. Calcula el valor de los siguientes determinantes teniendo en cuenta estos datos:

I m
lig) e
n p l 4m -1
27 P wieal  ofn P @la
np|_ I m| _
a) I m ——‘n » =—(-13)=13
_loel om| _ ‘l m‘_ ‘ B
b) |64]| = 6n 6 =66 n b =36 - (=13) = —468
[ 4m I m
ol " -4‘np —4-(13) - 52
dDla-at]=]alJat] =1 o At - - 2o ]
|lA]  -13 13
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1. Calcula los siguientes determinantes:
51 4 9 0 3
a0 3 6 b)|-1 1 0
9 6 8 0 2 1
51 4 9 0 3
2|0 3 6]=-114 by|-1 1 0]=3
9 6 8 0 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
all 2 1 b)| 0 10 91
301 0 0 10
4 -1 10 47 59
|l 2 1]=14 b)| 0 10 91| =1000
3 0 1 0 0 10

Unidad 3. Determinantes
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

3 -1 7 4 1 7
a)[0 0 0|=0 |2 9 1 |=0
1 11 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
A2 9 7|=0 D[4 1 1]|=0
27 94 71 5 10

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 32 fila es proporcional a la 12 (3% = (=2) - 12) (propiedad 6).

©) La 32 fila es combinacion lineal de las dos primeras (32 = 12 + 10

- 28) (propiedad 9).

d) La 12 fila es combinacion lineal de las otras dos (12 = 10 - 22 + 3%) (propiedad 9).

4. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto sin
desarrollar:
Xy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
50 3/ =1 al5 0 3 b)|1 0 3/5 o |2x+5 2y 2z+3
111 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z
|5 0 3[|=3[50 3/=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z Xy z
|1 035[=5-5[503[=1-1=-1
11 1 >11 11
X Y z Xy z
O |2x+5 2y 2z+3|=|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11
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1. Justifica que los siguientes determinantes:
4 3 1 27 1 0 1 0 4 0 00 1 0 00
11 4 9 2 4 0 3 0 0 80 4 -1 00
24 136 D612 704 410 103| D0 0 01| V|7 110
06 2 54 6 7 4 1 0300 31 41
valen: a)0, b)0, ¢)966-96, d)16-1

a) La 42 columna es proporcional a la 22 (42 = 9 - 22), luego el determinante vale 0

(propiedad 6).

b) La 32 fila es combinacion lineal de las otras tres (32 = 100 - 42 +

go el determinante es 0 (propiedad 9).

Unidad 3. Determinantes
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Q) 4-8-1-(=3)=-96; este es el tnico producto posible distinto de cero. Luego, el
determinante valdrd 96 6 96, segin el signo que le corresponda a dicho producto.

D1 (D -1-1=-1es el tnico producto posible distinto de cero. Luego, el determi-
nante valdra 1 6 —1, segun el signo que le corresponda a dicho producto.

1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-
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triz:
2 3 -1
4 6 2
M=1|5 -1 2
4 1 1
0 0 3

A2 NN Y]

2 3 -1 5
4 6| 2 7
4 1 |1 5
0O 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1| 5
4 6 27 2 3 -1 -1 2 6
M=|5[-1 2]6 4 6 201=68 |1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 3 4
010 3 4

. fIalla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, a,; y a,; de
a matriz:

0 2 46

|12 -135

4°11 1 23
4 6 57
2 35

a,=11 2 3|=-2 A,=CD'" 2 0a,=-1-(2)=2
4 5 7
0 26

Oy = |2 =1 5| =108 Ay =(D>"3 oy =1108 =108
4 6 7
0 26

Oy =[2 =1 5[=16 Ay=EDI"3 oy =-1-16=-16
113
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollando-
lo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

=3:2:4+(=5)8 (D+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3—7(=5) - 4=456

Desarrollando por la 12 fila:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

-5 6
9 4

=5 2

_ 26‘ ‘
_3‘84_7 9 8

10 s i -7 -1 -

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 22 fila:

3 7 -1

7 -1 3 -1 3 7
) - _ —c. 291 — 6 - (_20) =
958 2 5‘8 4 +2‘9 4 6‘9 8‘ 5:30+2:21-6-(=39

= 180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 32 fila:

3 7 -1
_ _ 7 -1 3 ] 3 7 L L | )
95523 2 _9’2 6’_8‘—5 6 +4’_52 9-44—-8-13+4 - 41

=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 12 columna:

. 2 6 7 -1 7 -1
526 =3‘ +5‘ _‘+9‘ _6‘=3~(—40)+5~36+9-44=
o 8§ 4 8 4 8 4 2

=120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 22 columna:

o7 56 3 -1 3 -1
526 =—7’_94+2’9_4’—8’5_6’=—7'(—74)+2-21—8~13=
9 8 4 -

=518 + 42 — 104 = 456
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Desarrollando por la 32 columna:

3 7 -1
526 =—1‘_5 2‘—6’3 ! +4’3 Tl 59 -6 (30 + 4 - 41 -
o 8 4 9 8 9 8 -5 2
= 58 + 234 + 164 = 456
3 71
2. Dada la matriz (-5 2 6 |:
9 8 4

a) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 12 fila por el corres-
pondiente adjunto de la 3? fila.

b)Halla la suma de los productos de cada elemento de la 3? columna por el ad-
junto de los correspondientes elementos de la 22 columna.

c) Justifica por qué los dos resultados anteriores son cero.

7 -1 3 -1 3 7
a)an-A51+a12-A52+a13-A33=3"2 6 +7'(—1)"_5 6’_1"—5 5| =
=3-44-7-13-1-41=132-91-41=0
-5 6 3 -1 3 -1
b)“13'A12+“23'A22+“33'A32=_1'(_D.’9 4‘+6"9 4 +4‘(_D"—5 6’=
=1-(79D+6-21-4-13=-74+126-52=0
¢) Por la propiedad 12.
3. Calcula los siguientes determinantes:
7 0 3 4 31 -1 3 00 3 4 3 -1 40
4 0 4 7 1 4 -1 4 1110 5 6 20
V3769 Ploszz2s 92035 Do 3o
10 1 9 20 0 2 0 2 01 8 6 71
ngjm 73
a) =714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9
(1) Desarrollando por la 22 columna.
e P T I
b) =214 -1 4/+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
05 205 32 51 o3 2
20 0 2

(1) Desarrollando por la 42 fila.

También podriamos haber observado que la 42 columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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(1) (1) ? g @ 1 1 0 1 1 1
o =312 0 5/-4|2 0 3[=3-(-12)—4-(=2)=-36+8=-28
2035 0 2 1 0 2 0
02 01
(1) Desarrollando por la 12 fila.
3 -1 40
3 -1 4
)
) O I R S
0 1 30 0 1 3
8 6 7 1
(1) Desarrollando por la 42 columna.
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1. Calcula los siguientes determinantes:
4 2 7 1 3 5 2 2
2 53 6 4 7 8 27
D12 0 4 -3 P53 12
6 2 8 0 5 1 0 6
1 2 0 3 4 0 0 1 2
0 0 1 -1 3 3 0 10
|1 0 -1 2 1 d
-2 1 0 3
3100 1 o 4 2 1
-2 -3 -1 0 2
COLUMNAS
4 2 7 1 1 3. 2 2 -1 1 5 11
2 53 6| o= 17 =5 23 6| ® |2 _
D0y 0 4 3| 7 poaz 2 0 4 3| 7 127 245 _63
6 2 8 0 i 0 2 0 0
=2 145 =290
(1) Desarrollando por la 42 fila.
COLUMNAS
3 -5 2 2 R 28 -5 2 32
|4 7 8 27| _ 317 8 -5 O _2381 : _5125 0
1 5 3 12 3* -24 5 3 -18 24 3 _18
510 6 o002 0 1 0 0
(1) Desarrollando por la 42 fila.
1 2 0 3 4 — 1 2 0 3 4
12
0O 0 1 -1 3 28 0O 0 1 -1 3 1 (2) ? i
ol1 0 -1 2 1| = 3+2 10014=—3101=
3 1.0 0 1 i 3 1.0 0 1 531 s
2 3 -1 0 2 e 2 -3 0 -1 5
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FILAS

3. 2 2 0 8|, 5, g
22 1 0 1 4
-B - _ =3 1 1]|=-16
> 5 1 01 -1 -3 9
42 + 22 -1 _5 0 9
FILAS
0O 0 1 2 12 0O 0 1 2
1 2
d)3010=22 3010=_210=
21 0 3] = 21 0 3 8 2 13
0 -4 2 1 4-3ea 8 0 2 13
COLUMNAS
i 0 0 D
= 28 -13 -2 ‘ 3 -16=9
(_2).2§+33 8 9 - 9
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
1 2 3 0 -1 4 4 2 1 5 3
431011 2 g-|2 3 2 65
4 1 3 1 0 6 6 5 3 12 8
7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16
1 0 0 1 -1 2 1 0 -1
(1 -1 2 1 0 [5 1 3 =7
€10 0 0 o 1 D=\ 2 3 _8
1 1 0 0 O 1 0 2 2
1 2,3 0-14
31011 2
A1 310 6
7 0 3 2 1 8
. 1 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 3 ’ =-7#0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 32 fila es la suma de las dos primeras, y que la 42 fila es la suma de
la 22 y la 32 Por tanto, ran (A) = 2.

4 211 5 3
|2 3/ 2 6 5
3_653128
12 10 6 23 16

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

=8 # 0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

HH
23
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Veamos si la tercera fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
2 3 6|=8#0 — Las3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 42 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2 3 2 6 2 3 6 5
6 5 3 12|=9Y 6 5 12 8|0
12 10 6 23 12 10 23 16

_ O = e

.. 1 -1
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘

1 0l° 1 #0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

0 1 -1
Como |2 1 0 |= (2) i ‘ =-2=#0, las tres primeras filas son linealmente independientes.
0 0 1
0 0 1 -1
12 1 0 o1
Como [ ¢ o 1]=-12 1 0|=2#0, entonces ran (C) = 4
100 0 00t
2 1 0 -1
5 1 -3 -7
D=
7 2 -3 -8
1 0 2 2
. 21 .
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: s 1] -3 #0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.

0
-3
2

Como =-9#0, la primera, segunda y cuarta fila son linealmente independientes.

VAR ]
O = =

La tercera fila es la suma de las dos primeras. Luego, ran (D) = 3.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1
S

De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 X 2, sefiala las
que son correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan:

a a 2 2 1 1
a)’b b‘_o b)‘z 6 '4‘1 3
2 2 11 2 2 2 2
C)26‘_2‘13 d)‘26'2‘13

a) Verdadero. Tiene las dos columnas iguales.

b) Verdadero. Si una fila esta multiplicada por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

¢) Falso; seria

2 2 11
2 6‘_4‘1 30

d) Verdadero. Si la 22 fila estd multiplicada por 2, el determinante queda multipli-
cado por 2.

m n

y

las respuestas:

Si ‘ = -5, ¢cual es el valor de cada uno de estos determinantes? Justifica

m+ 3n p+3q‘ ‘pm 3n —m

p 2m ’1 n/m ’mim
d)‘q 2n  lmp mg Dlp sp
y|m3n pe3q|_ mp|_ ’””‘=—5
4 n g 1Oln gl@lp g

pm|_|pa :_mn‘z__ -
b)qn(z)mn(ﬁ) P g =5
‘3n—m=_‘nm= ‘mn‘=__=_

N3 pl&3 g pladlp gl =3 =5
p2m|_ |pm|_ ‘pqz_ m”‘z_._=
d)612n<4>261n<2>2mn6>2pq 2=

o 1n/m=i'mmn’=mn‘=_5
mp mq | @ m P q P q
f) ;” S;Z =0, pues las dos columnas son proporcionales.
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(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un nimero, el determinante no
varia.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
(3) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo.

(4) Si multiplicamos una fila o0 una columna por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

3 Sustituye los puntos suspensivos por los niimeros adecuados para que se ve-
rifiquen las siguientes igualdades:

a)‘a 71_|2 7+‘---7 b)’_43=6_l+‘ ...... ‘
5 -3 3 -3 ... 3 2 0 2 0 20
a)‘ﬁ 7 :‘2 7‘+‘1 7‘ b) ‘—4 5‘=6—1‘+‘—10 4‘
5 3 3 3 2 3 2 0 2 0 2 0
4 Resuelve estas ecuaciones:
S
1+x 1-x sen x cos x x—2 1-2x
a)ll—x 1+x‘_12 b) 1 1 ’_0 c)‘ x x2 =0
1+x 1-x
a)‘l—x 1+x‘_12
1+x 1-x 2 2 > >
=1 +x0*-AQ-x)*=1+x"+2x—-(1 +x*-2x) =
1-x 1+x
=l+x?+2x—1-a?+2x=4x=12 — x=3
sen x Ccos x
b) 1 1 ‘—O
senx Cosx‘=senx—cosx=0 — senx=cosx — X _q1
1 1 COS X
o
X =—+ 2mk
- tgx=1< 541t (ke zo)
X=T+2TC1€
C)‘x—z 1—22x’=0
X X
‘x;z 1;22x’=x2-(x—Z)—x(l—Zx)=x3—2x2—x+2x2=x3—x=
/X= 0
=x(x2-1D=0 x= 1
\x=—1
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5 Calcula el valor de estos determinantes:

1 8 1 3 4 -6 7 8 0
all 7 0 b2 -1 1 |0 -7 3
1 6 -1 5 3 -5 1 0 1
0 3 1 0 4 1 1 01
d-2 0 2 ell1 2 1 f)-2 11
3 40 3 0 1 1 10
8 1 3 4 -6 7 8 0
a)ll 7 0 0 b2 -1 1| = o |0 =7 3|=-25
1 6 -1 5 3 -5 1 0 1
0 3 1 0 4 -1 1 0 1
d|-2 0 2 10 el 2 1 |=14 Hl-2 1 1|=2
3 4 0 30 1 1 =10

S

215012 123 1-1

a) C= ~ b)D=|4 5 6 2 1
o1 100 3 4
4 5 0
3 5 1
6 10 -2

VC=11 0 1
415 0

1
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ (5) 0 ‘ =520 — ran(C) =2

Las dos ultimas filas son linealmente independientes.

Veamos si la 22 fila depende linealmente de las dos dltimas:

6 10 -2
1 [0 1 |=0. La 2 fila depende linealmente de las dos ultimas.
415 0

Veamos si la 12 fila depende de las dos tdltimas:

3 5 1
1|0 1|=10=#0. Por tanto, ran (C) = 3.
415 0
1 2 3 1-1
bD=|4 5|6 2 1
1 0/0 3 4
. 45
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 10|~ S %0

Las dos primeras columnas son linealmente independientes. Luego ran (D) > 2
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Veamos si la 3? columna depende linealmente de las dos primeras:

1 2 3 23
4 5 6|= ’ =3 #0. Por tanto, ran (D) = 3.
1 0 O 56

e Halla los valores de a que anulan cada uno de los siguientes determinantes:

S

a)

a)

o)

3 4 -5 a-1 1 -1 211 a+1 1 1
1 -1 1 b)| 0 a+6 3 (0 2 2 d| 1 2 a
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a 1 a 2
@& Desarrolla, iguala a 0y resuelve la ecuacion que obtengas.
3 4 -5
1 -1 1|=-3+5+4-5+3-4a=4-4a=0 — a=1
1 -1 a
a-1 1 -1
0 a+6 3|=3a-D+@-D@+6)-6(a-D=@-DB+a+6-0]=
a—-1 2 0
—@-DGrm=0=_"" |
a=-3
2 11 NE)
a=\3
0 2 2|=4a>+4-4-12=4a*-12=0 — a?=3<__
2 3 & Ta=3
a+1 1 1
Dl 1 2 al=4a+D+a+a-2-a*a+1)-2=
1 a 2

=4a+4+2a-2-ad—a* - 2=-a’-a*+6a=-a@*+a-6)=0 —

a=0
/
N4 a_6-0 - go"lE1+24 125 _—a= 2
2 2 T—a=-3

Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10 -1 2 1 -12 0 123 4 13 2 -1
2 3 2 2 2 1 3 1 2121 2 21 3
24 2 1| P31 43 201245 Y0o 510 4
31 5 -3 21 7 0 3 41 2 7 8 9 —2
1 0-1 2 1 212 0

23 2 2| _ 2 1 3 1| _

2 4 2 1 72 L P 18

315 -3 2 1 7 0

123 4 103 2 -1

21 2 1] 2 21 3| _

12 45|70 D 0 -5 10 4 938

3 41 2 7 8 9 =2
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PARA RESOLVER

9
S

Justifica, sin desarrollar, que los siguientes determinantes son nulos:

-8 25 40 5 5 5
a)|2/5 3 2 b)| a b c
0 27 O b+c a+c a+b

a) La 12 y la 32 columnas son proporcionales (Ia 32 es —5 por la 12).

b) Sumamos la 32 fila a la 22:

5 5 5 5 5 5
a b c =la+b+c a+b+c a+b+c|=
b+tc a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5(a+b+o) | 1 1 1 =0 (pues tiene dos filas iguales).
btc a+c a+b

Prueba, sin desarrollar, que |A| es miiltiplo de 3y |B| es miiltiplo de 5:

13 2 5 21
|4l ={4 7 1 |B| =14 7 6
8 2 5 6 39
1 3 2 1 3 6 1 3 2
[4]=14 7 1 a3 7121 53" 4 7 4| — Esmdltiplo de 3.
8 2 5 8 15 8 2 5

(1) Sumamos a la 32 columna las otras dos.

(2) Si una columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por
ese nimero.

5 2 1 5 2 1 5 2 1
|B|=14 7 © 5 4 7 6 5> 7 6| — Esmultiplo de 5.
6 39 10 10 15 2 2 3
(3) Sumamos a la 32 fila la 22.
1 1 1 2
_ . 1 2 3 8
¢Para qué valores de a se anula este determinante? |A| = %1 1
1 -1 1 -2
Calcula el rango de la matriz A en los siguientes casos:
a=1 a=0 a=2
11 1 2 B 11 1 i 1 s 4
|A|=1 2 3 8| _ 22-2-1 -1 0 -5 —la+1 0 3]|-=
a -1 -1 1 3 1 a+1 0 0 3 2 2 0
4412
1 -1 1 =2 2 0O 2 0

=—[8a+1)-30+6]=-[8a+8-30+6]=-8a—-160=0 — a=2
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Por tanto:

eSia=1 —> |A|#0 —> ran(D =4

eSia=0 — |A|£0 - ran(A =4

eSia=2 —> |A4|=0
1 ; 11 1

A= 1 2 3] =-15#0 — ran(4) =3
2 L o4
1 -1 1 =2

12 Estudia el rango de las siguientes matrices segiin el valor del parametro que
S aparece en ellas:

21 0 2 -1 a
aAAdA=|1 1 =2 b)B=|(a 3 4

31 a 3 -1 2

1 1 1 2

|1 2 3 8 f(a -1 1 )

DC=1, 11 1 d D (1 —a 2a-1

1 -1 1 =2

210
) |A|l=1]1 1 2|=2a-6+4-a=a-2=0 — a=2

3 1 a

eSia=2 — Como |A]=0y ‘i H=1¢O - ran(A) =2

eSia#2 — |A|#0 - ran(AD =3

2 -1 a
b) |B|=|a 3 4|=12-a*>-12-9a+8+2a=-a*-T7a+8=0 —
3 -1 2
N a=7i\/49+52=7i\/§=7i9/a=—8
-2 -2 2 —T—a=1
3 4
Observamos que 12 =100 — ran(B) =2

Por tanto:
eSia=1 - |B|=0 — ran(B) =2
eSia=-8 — |B|=0 — ran(B) =2

eSia#1ly a# -8 — |B|#0 — ran(B)=3

©) Por el ejercicio 11, sabemos que |C|=0 — a=2, y que:
eSia=2 - ran(C)=3

eSia+2 — ran(C)=4
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a -1|_ 5 —a= 1
T

a -1 1
d)Dz(l —a Za—l)

eSi a=1, queda:

1 -1 1

1 1 1) — ran (D) =1

o-|
e Si a=-1, queda:

-1 1) =2%#0 — ran (D) =2

’—1
1 1 -3

1
D_( 1 —3‘

eSia#xlya+-1 — ran (D) =2

13 ;Para qué valores de x se anulan los determinantes siguientes?

x 1 0 0
0 x10 a b c
(2) J o R ®ZZ§=0
1 0 0 x
-x 1 0 1 x -1 -1 0
1 x 1 0 -x x -1 1
Do 1 1|9 Dig 4 x 1|70
1 0 1 —x 1 -1 0 x
. ! ? 8 x 1 0] |10 0
) X = x|0 x 1]- 0| =x-a3-1=x"-1=0 —
00 x 1|m® 0 0 1 @)
1 0 0 x
_ 4 /.X'= 1
—> X—iﬁ\x= 1
(1) Desarrollamos por la 12 columna.
(2) Son determinantes de matrices triangulares.
FILAS
a b c 12 a b C x=b
— a_ 1a _ = _ _ = _— -
b)la x c¢c|= 2u 1a 0 x-0b 0 alx—->b) (x-o0) O\x=c
a b x 3¢ -1 0o 0 xX—c
(Suponemos que a # 0).
-x 1 0 1 2—-x 1 1 1 1 1
1 -x 1 0 2—-x —x 1 0 1 —-x 1 0
DNNo 1 w1 |dlzexr 1« 120921 1 & 1]
1 0 1 —x 2—-x 1 —x 1 0 1 —x
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FILAS

12 11 0 1 w1 1 4
_ EBS 0 -x-1 1 -1 _ 0 “x 0 _
¥ -1 0 0 —X 0 3 1 1 -1 “
L 0 -1 1 —x-1
—~-1 -
= x| = xlx—D2— 1] = —xlx?+ 1+ 2x— 1] =
o R ——

- 2 - 2 _g—X=0
= —x(x* + 2x) = —x (x+2)—0\x=_2

(1) Sumamos a la 12 columna las demas.
(2) Sacamos (2 —x) factor comun de la 12 columna.
(3) Desarrollamos por la 12 columna.

(4) Desarrollamos por la 22 fila.

x -1 -1 x—-1 -1 -1

0 0 x -1 1
- x -1 1] _ 0O x -1 1| _ _ _ _
DIy x| o a x 1%V _1 o i
1 -1 0 x 0 -1 0 «x

=1
=(x—1)(x3+1+x—x)=(x—1)(x5+1)=0<§3+ 1=0

(1) Sumamos a la 12 columna la 22.

(2) Desarrollamos por la 12 columna.

14 Determina el rango de las siguientes matrices segin los valores de #

t 1 1 t 2 2
a) A=(1 -t 1 b) B=(2 t 0
1 ¢t t

1 1 ¢

®c-| 0 -1 1

t+3 4 O) 11 -1 0)

d)D=(2 1 -1 0

-4 -4 t-1 -t 6 3-1t 9-1t
t t 0 t 112
e E= 2 t+1 t-1 f) F=|2 t 1?1
-2t-1 0 t+3 2112
r11
DAl =1 =t 1| =-B+1+1+t—t—-1=-3-1+2=0C-D(*-1-2)=0
11 ¢
r=1
/
\—z‘z—t—2=0 S 24220 — (=-1ENI=8. g

-2
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eSi t=1, queda:

1 11 11
1 -1 1| como |A|=0y‘ ‘=—2¢O = ran (A =2
111 t-

*Sit#z1 — [A]#20 — ran(Ad) =3

A=

t 22 1=0
b) |B|=12 t 0 =z5+4t—ZZ—4t=z3—2t=t(zz—2)=0/z‘=\/§
1t t \;=_\/§

e Si t=0, queda:

0 2 2 0 2
B=(2 0 0| Como ‘ ’=—4¢O — ran (B) = 2
2 0
1 0 O
eSi t=12, queda:
V2 2 2
2
B=|2 2 o0 | Como \/5‘=_2¢0 - ran (B) =2
1 V2 2
eSi t=—V2, queda:
~2 2 2
2 2
B=| 2 2 0o | Como =2#0 — ran (B) =2
2
1 2 A2

°Si t#0, t#V2 y t#—2 — |B|#0 — ran (B =3

I+ 3 4 0
0 t—1 1
—4 -4 -1

(+3) 2 =2t+ 1) —16+4t+12=13 212+t + 32— Gt + 3+ 4t — 4 =

o |C]= = +3) (U= D2=16+4(1+3) =

B o —t1=1
P+1?—1-1=0-D0u+D*=0="__,_

eSi t=1, queda:
4 4 0

c=10 0 1). Como ’g (1)‘=4¢0 — ran (C) =2
-4 -4 0

*Si t=-1, queda:
2 4 0

c=(0 -2 1] Como ‘0_2’=—4¢0 — ran (C) =2
—4 -4 =2

eSit#1yt#x-1 — |C|#0 — ran(C)=3
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d D=

1 1 -1 0
2 1 -1 o)
-t 6 3—-t 9-1

Observamos que la 42 columna se obtiene sumando la 22 y la 32. Por tanto, para
hallar el rango, podemos prescindir de una de esas tres columnas, por ejemplo

de la 32.

Tenemos que:

1 1 0 11

2 1 0 =(9—t)‘ ‘=(9—z)(—1)=t—9=0 - t=9
21

-1 6 9—1t

eSi t=9 — Como ‘2 1‘=—1¢0 — ran (D) = 2

eSi t#9 — ran(D) =3

t t 0
2 r+1 -1
-2t—-1 0 1+ 3

e |E|= = tG+ D) E+3) +t(t—1) (26— 1) = 2t(t+3) =

=P AP+ 3 =23 4 12+ =212 -6t =—3+ 32— 2t =1(—12+31-2)=0

/l=0
\

_ 9_8 _ r=1
o205 (=BEVO-8_ Bl _—

) 2 T~ 1t=2
e Si t=0, queda:
0O 0 O 2
E=12 1 —1.Como‘ ‘=1¢O — ran (E) =2
-1 0
-1 0 3
eSi t=1, queda:
1 1 0 2 9
E=(2 2 O.Como‘ =620 — ran(E) =2
30 4 =0

e Si t=2, queda:

2 2 0 5 9
E=(2 3 1.Como‘ ‘=2¢0 — ran (E) =2
-5 0 5 23

°Si t#0, tx1y t#2 — |E|#0 — ran(E)=3

t 1 1 2 r 12
) F=|2 t t*> 1| Tenemosque: |2 t 1| =22+4+2—4t—t—4=
211 2 2 1 2
t=2
=2[2_5t+2=0 N t=5im=5i\/§= SiS/ ’
4 4 4 \t=7
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e Si t=2, queda:

2 1 1 2
2 2 41 :|iguales. Ademas,

21 1 2

F= =220 — ran(F)=2

21
2 2

eSi t= %, queda:

1/2 1 1 2
F=| 2 1/2 1/4 1
2 1 1 2
1/2 1 2
Sabemos que | 2 1/2 1] =0.
2 1 2
1/2 1 2
Tenemos que | 2 1/4 1|= 3 20 - mnF)=3
2 1 2 4

e Si t¢2yt¢% - ran (F) =3

Pagina 97
@ Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:
S 3 x x x
x X X
X x 3 x
x x x 3
3 X X X 3+3x x Xx X 1 x x x 12
X 3 X X 3+3x 3 Xx X 1 3 x x 28 _ 12
X x 3 x|@m|3+3x x 3 «x 5)(3+3x) 1 x 3 x|~ -1
X x x 3 3+3x x x 3 1 x x 3 4212
1 x X X
03-x 0 o | 3-—x 0 0
(3 + 3x) 0 0 3_x 0 (5)(3+5x) 0 3-x 0 =
0 0 0 3-x 0 0 3-x

=3 +3x0 G -x3=301+x (x-3)°
(1) Sumamos a la 12 columna las demas.
(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun, de la 12 columna.

(3) Desarrollamos por la 12 columna.
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Halla, en funcion de a, el valor de los determinantes siguientes:

S
a+l a a a a a a a
a a+1 a a 2 a a a
4= 4 a a+1l a 4, = 3 2 aa
a a a a+1 4 3 2 a
a+l a a a 4da+1 a a a
s - a a+1 a a _|4a+1 a+1l a a B
1| a a a+1 a D l4a+1 a a+1 a |@
a a a a+1 4da+1 a a a+1
FILAS
1 a a a 12 1 a a a
1 a+1 a a 22— 2 01 0 O
sGar DAy a1 g | T @arDiy g o5
1 a a a+1 41 00 0 1
1 0 0
=(4a+1D |0 1 0|=UUa+1D -1=0a+1D
0 0 1
(1) Sumamos a la 12 columna las demas.
(2) Sacamos (4a + 1) factor comun, de la 12 columna.
(3) Desarrollamos por la 12 columna.
FILAS
a a a a 12 a a a a
4 = 2 aa a|_ 2-1° 2—a 0 0 0l _
2 3 2 a a E=1e 3—a 2-a 0 0]
4 3 2 a -1 4—a 3—-a 2-0 0
2—a 0 0
=—al|l3-a 2-a O = —aR-a)y=ala-2)3
)
4—a 3—a 2-a

(1) Desarrollamos por la 42 columna.

(2) Es el determinante de una matriz triangular.

17 Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es 0:
xox+loa2 lia Zfa SEa 4fa
aA)|lx x+3 x+4 b)
x x+5 x+6 @ a e “
5 6 7 8
FILAS
X x+1 x+2 12 x x+1 x+2
a)|lx x+3 x+4|= 22-12 0 2 2 =0,
X Xx+5 x+6 -1 0 4 4

pues las dos ultimas filas son proporcionales.
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

b) l+a 2+a 3+a 4+a _ |1t 23 4 Llaaaal_ 020
a a a a M |la a a a a a a al| @
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.

111
® Sabiendo que |a@ b c| =5, calcula el valor de los siguientes determinantes:
S Xy z
1 1 1 ab c 1-x 1-y 1-z2
a)|la+7b+7 c+7 b)|xy =z c)|la+2xb+2y c+2z
x/2 y/2 z/2 111 2x 2y 2z
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a) a+7b+7c+7(=1) a b c |+ 7 7 715
x/2  y/2 z/2 x/2 y/2 z/2 x/2 y/2 z/2
1 1 11 1
~Llla b c|l+o=L.5-3
2 2 2
X y z

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Sacamos % factor comun de la 32 fila. El 22 determinante es 0, pues las dos

primeras filas son proporcionales.

b) D €)) =5

S
2 = Q
= = &
N~ O

1 1 1
a b c
Xy z

= R
—_= >

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia

de signo.
FILAS
l-x 1-y 1-z 12 l-x 1-y 1-2z2
Ola+2x b+2y c+2z|= 22-3 a b < g
2x 2y 2z 3¢ 2x 2y 2z
FILAS
l-x 1-y 1-z| 1243 11
=2| a b c |= 2 2la b c|=2-5=10
x y z 3¢ Xy z

(1) Sacamos factor comun el 2 de la 3?2 fila.

19 Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas pero, en el proceso de edi-
S cién, algunas de estas se han borrado.

1 1 =1 e cenene 2 —1 3 e
A=(3 -1 0 - - .- B=|3 0 1 .-
L S 5 4 0 -o0en e
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¢Puedes averiguar algo sobre los posibles valores de su rango?

Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos ma-
trices A y B, ¢cudl sera el rango de C?

1 1 -1.. 11 1 1 =1
A=(3 -1 0 ..| Como 3 =—4#0vy |3 -1 0 |=0, sabemos que
-7 5 2. -7 5 =2

ran (A) = 2. También sabemos, puesto que A solo tiene 3 filas, que ran (4) < 3.
Por tanto, podemos afirmar que 2 < ran (A) < 3; es decir, ran (A) podria ser 2 6 3.

¢ En el caso de la matriz B, tenemos que:

2 -1 3 ... 2 1 3
B=|3 0 1 ..| Como [3 0 1|=23#0; y B solo tiene tres filas,
5 4 0 .. 5 4 0

entonces ran (B) = 3.

e Si C esla matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos matrices A y B,
por los resultados anteriores tendremos que ran (C) = 3.

a b c
20 Considerala matriz A=|2a —b 3c|, donde a,b y ¢ son no nulos.
S 3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A4 que son linealmente indepen-
dientes.

b) Calcula el rango de A.

a b ¢ 1 1 1
|A|=|2a =b 3c|=abc|2 -1 3| =abc-0=0

3a 0 4c 3 0 4

a b
Pero 2d —b =—ab + 2ab =ab #0, pues a y b son no nulos.
Por tanto:

a) Hay dos columnas en la matriz A que son linealmente independientes.

b) ran (4) = 2

@ Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valoresde a, b y c:

S
5 5 5
M=| a b c

b+ca+ca+b

5 5 5 5 5 5
|M|=1| a b c (T)a+b+ca+b+c a+b+c(§)
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
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5 5 5
1 1 1
b+c a+c a+b

=(a+b+ o)

(6))

(1) Sumamos a la 22 fila la 32.
(2) Sacamos (a + b + ¢) factor comun de la 22 fila.
(3) Las dos primeras filas son proporcionales.

Luego, ran (M) < 2. Tenemos que:

‘5 > =5b-5a=0 — b=a ‘5 5‘=Sc—5b=0 - c=b
a b b ¢

> 3 =5¢c-5a=0 — a=c

a ¢

Por tanto:

eSia=b=c — ran M) =1

eSia#b o b#c o a#c — ran (M) =2

seno coso 0
0 0 1

22 Estudia el rango de la matriz: A =

CcOos 0. —sen o, 0)

coso —sen o O
sen o coso O
0 0 1

cos oL —sen o
sen oL cos o

4] = )

‘=cosz(x+sen2(x=1

(1) Desarrollamos el determinante por la 32 fila o por la 3? columna.

Por tanto, como |A|# 0, tenemos que ran (A) = 3.

110 0 1
10 0 1 1
23 Calcula el valor de este determinante: [ 0 1 1 0 1
01 011
11111
FILAS
1100 1] 4 11001 1010
1 0 0 1 1 23 _ 1a 0-101 0O 11 0 1
AR R R EA R
a_ 1a 01 1 0
11111 === 00110
FILAS ,
12 -1 0 1 0 L1 11:ILA5 -
i 0111
= e 0021|502 1=2 -]021|5-(D=2
4a 0110 1 1 0 =1 0 0 -1

(1) Desarrollamos por la 12 columna.

(2) Es el determinante de una matriz triangular.
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CUESTIONES TEORICAS

24

25

26

27

¢Cual es el valor del determinante de la matriz unidad de orden n?
¢Y el de una matriz triangular de orden n?
Justifica tus respuestas.

det (I,) = 1. El determinante de una matriz triangular de orden n es el producto de
los elementos de su diagonal principal (pues el resto de los productos que intervie-
nen en la obtencion del determinante serian cero). En el caso de la matriz unidad
de orden n, tenemos un ejemplo de matriz triangular en la que los elementos de
su diagonal principal son unos. Por eso, el determinante vale 1.

Comprueba que el determinante de una matriz de orden 3 es igual al de su
traspuesta.

dyy iy Ay dyy Gy Az
Si A=|dy dy dy | entonces Al = iy dyy Az |.
a3 dsp Gz fyz daz A3
Aplicando la definicion de determinante, obtenemos que |A’| = |A|. Lo vemos:

|A| = ayy ayy azs + ay, ayy asy + ayy ay) azy = dys dyy dy) = dyy dyy sy = Ay, dy) dsy
=

| Af|=ayy ayy dzg + ayy dyy dgy + gy dyy sy = gy dy, sy = dyy Ay Ay = Ay dy) dig

Luego |A| = |A!|.

¢Sabrias decir cual de estos dos productos puede formar parte del desarrollo

de un determinante de orden 4?

a) dyy -y Az, " Ay b)a - ay-ax;-as,

Solo podria ser b), puesto que en cada producto ha de aparecer un factor de cada
fila y uno de cada columna.

Comprueba que: det(A- B) = det(A) - det(B) siendo A y B dos matrices dia-
gonales de orden 3.

ay, 0 0 by 0 0
Sea: A= 0 6l22 0 N B= 0 bzz 0
0 0 a, 0 0 by,
a by, 0 0
A-B=| 0 ayb, 0 — |4 B|=ay b ay b,, a; b,
0 0 a33b33
|A| = ayy ay, as
|B| = by, by, b |A| - [ B = ayy byy ay, byy a5 bss

Luego, |A-B|=|A4]| - |B]|
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1

Justifica que det(4™) = et (D)

& Ten en cuenta que: A-A~1 =1

Sabemos que |A - B|=|A| - |B|. Como A - A7! =1 tenemos que:

|A| - |A7Y = |1|. Pero |I] =1 (ver ejercicio 24). Por tanto, queda:
Al A =1 A=
|A]

(Observacion: |A4]# 0, puesto que existe A~ luego podemos dividir entre |A|).

Si A es una matriz cuadrada de orden 4, ;puedes saber el valor de:
Ay Ayt apAdpta) A tad,
sin conocer los elementos de la matriz?

El resultado es 0, pues tenemos un producto de los elementos de una fila (Ia 22) por
los adjuntos de otra (Ia 12).

Dadas la matrices A y B deorden4x4con |A| =3 y |B| =2, calcula: |471],
|BtA| y [(4B™)!].

Justifica las respuestas.

1 1 .
A7l = —— = = (ver ejercicio 28).
|47 VIR j
', — | ptl. - . 9.2 =
B4 = 18] 14] 5 1B]- |4]-2-3=6
—1V/| = -1 = Bl = .1=A=i
B 5 a8 5 14 8- ] - a3

(1) Tenemos en cuenta que |A - B|=|A]| - |B].

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale —1, y que el deter-
minante de 24 vale —8.

¢Cual es el orden de la matriz A? Razona la respuesta.

|24A|=-8=-1-8=-1-2>=23-|A|. Sitenemos en cuenta la siguiente propie-
dad de los determinantes:

“Si multiplicamos una fila o una columna de una matriz por un n2, el determinante
queda multiplicado por ese n?”; entonces, si A es una matriz cuadrada de orden 7n:

|24]=2"- |A|. En nuestro caso concreto, serd 7 = 3.

Es decir, A es una matriz de orden 3.
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32 Escribe dos matrices A y Be M, , tales que:
a) det(A + B) # det(A) + det(B)
b) det(A + B) = det(A) + det (B)

) _ a2 3} o_(3 5. _(5 8
a) Por ejemplo: A4 (_1 2), B (1 _2), A+ B (0 O)

|A|=7; |B|=-11; |[A+B|=0=# |A| + |B|=-4

. _(2 3} ,_ (1 1} _(3 4
b)Pore]emplo:A—(4 6)’3_(2 2),A+B—(6 8)

|A]=0; |B[=0; [A+B|=0=]A4] +[B|

33 Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A. Demuestra que det(4) =0 o
S det(4)=1.

|42 = |4 -a[=]A4] - |4] = |4]?=]4] - [4]?-]4]=0 -

|A] =0

(Hemos tenido en cuenta que |A - B|= |A]| - |B).
34 Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, ;se verifica que
S |4-B|=|B-A|?

Justifica tu respuesta.

Tendremos en cuenta que |A - B|= |A| - |B|. Entonces:

|4 B[=]4] - |B

5 |B| - |A| = |B - Al|. Por tanto, si se verifica la igualdad.

(*) Aunque el producto de matrices no es conmutativo, el producto de nameros (los
determinantes son niimeros), si lo es.

35 Sila matriz A= (:; z ;) tiene rango 2, ¢qué rango tendra la matriz B?
a b c
B= m n p
m—a n—-b p-c

Observamos que la 32 fila de B (la que hemos anadido respecto a A4), es combi-
nacion lineal de las dos primeras (se obtiene restando la 22 menos la 12). Por tanto,
B tendra el mismo rango que A, es decir, ran (B) = 2.

36 Sillamamos €, €3 €3 A los vectores columna de una matriz A4, el determi-
nante puede designarse asi: det(A4) = det(c,, c,, cg).

Si det(A) =5, scual sera el valor de estos determinantes?
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a) det(c, — 3¢, ¢,, ¢3)
b) det(c,, c,, 2c3)

<) det(cl, c;— €y CS)

D
a) det(c) = 3¢,, ¢,, ¢3) < det(cy, ¢,, ¢3) =5

(1) Sumamos a la 12 columna la 22 multiplicada por 3.

@
b) det(c,, ¢,, 2¢,) = 2 det(c), ¢y, ) =2-5=10

(2) Si multiplicamos una columna de una matriz por un nimero, el determinan-
te queda multiplicado por ese nimero.

3 @ B
o) det(cy, ¢, = ¢5, 63) = del(c,, —¢,, 03) = —dei(cy, c,, 63) =-5

(3) Restamos a la 22 columna la 12.

37 a) Define a qué se llama rango de una matriz.

b) Indica, razonando la respuesta, cuales de las siguientes afirmaciones son
ciertas:

D ran(A) = ran(-A) (—A es la matriz opuesta de A).

) ran(A) = ran(4?) (4! es la matriz traspuesta de A).

m) ran(A + B) = ran(A) + ran(B)

v) ran (42) = [ran (4)]?

V) ran(A) = ran(4™) si A tiene inversa (4! es la matriz inversa de A).

a) El rango de una matriz es el nimero de filas (o de columnas) linealmente inde-
pendientes. También podemos definirlo como el maximo orden de sus menores
no nulos.

b)1D Verdadera. El hecho de cambiar de signo los elementos de A, solo afectard
al signo de los menores; pero el maximo orden de los menores no nulos (el
rango) no se ve influido.

1) Verdadera. El nimero de filas y el nimero de columnas linealmente inde-
pendientes es el mismo. En A’ solo hemos cambiado filas por columnas.

) Falso. Por ejemplo:

1 2 1 2 2 4
=3 3) me(53) 5 avs (S )
ran (A) = ran (B) =2 (pues |A|#0 y |B|#0) y ran(4+ B) = 1.
v) Falso. Por ejemplo, si 4 es una matriz de orden 2 y con ran (A) = 2, A?
también serd de orden 2; luego ran (4% <2, y [ran (D> =22 =4 (si A?
es de orden 2 1o puede tener rango 4).

V) Si A es una matriz cuadrada de orden 7, y existe su inversa, entonces |A|# 0
(y |47 #0). Luego, ran (A) = ran (A7) = n. Por tanto, la igualdad es ver-
dadera.

Unidad 3. Determinantes



Pagina 99
PARA PROFUNDIZAR

38
S

39

40

a? ab b?
2a a+ b 2b
1 1 1

Demuestra, sin desarrollar el determinante, que: = (a-b)3

@ Haz c;—c; y c,—c;. Asipodrds sacar factor comiin (a —b)>. Después, baz ¢, —2c,.

COLUMNAS

a* ab b? 12— 32 a*— b ab-b* b?

2a a+ b 2b| = 22-32 2a-2b a-b 2b|=

11 1l 0 0o 1

(a+b)(a-b Wa-b b a+b b B
_ _ 2 _
= 2(a — b) (a-b) 2b o (a—-b) 2 1 2b >

0 0 1 0 0 1

_ y|la+b b _ 2 _ 2 _ 3
=(a->b) 5 1 =(a-b)*a+b-2b)=(-b*(a->b)=(a-D>b)

(1) Sacamos (a — b) factor comuin de la 12 y de la 22 columna.

(2) Desarrollamos por la 32 fila.

1 a? a3 bc a a?
Demuestra, sin desarrollar, que: |1 b b3| = |ac b b?
1 2 3 ab ¢ c2

@ En el segundo miembro multiplica y divide la primera fila por a, la segunda por
b y la tercera por c.

Procediendo como se indica en la ayuda, tenemos que:

bc a a? bca a* a’ 1 a? ad 1 a? ad
ac b B2|=—— |lach b3=a—bclb2b3=lb2b3
ab ¢ ¢ abc ¢ 3 ane cz 3 1 ¢ 3
1 1 1
Pruebaque: |a b ¢ |=(Mb-a)(c—a)(c-b)
a? b? c2

@& Este determinante se llama de Vandermonde.

Haz c,-c; y c;—c, Extrae el factor (b—a) dela2*columnay (c—-a) dela 3*
columna.

Siguiendo las indicaciones dadas, tenemos que:

1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b cl|l=|la b-a c—a | =|a (b-a) (c—a) =
a? b* ¢? a? b -a? - a? a> b+a)(b-a) (c+a) (c-a)
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1 0 0
a 1 1
a* b+a c+a

=(b-a) (c—a) =b-a)c—a)(c+a-b-a)=

=b-a)(c-a)(c-b)

41 Determina las matrices cuadradas de orden 2 cuyos elementos sean nimeros
S enteros, con determinante igual a—1, y tal que su inversa coincida con su tras-
puesta.

@ Haz A-A'=1 y |A| =-1

Hay 4 soluciones.

Si A= (Z 2), entonces A’ = (a C). Si A'=A"! ha de ser:

b d

PR (a b)(a c)=(a2+b2 ac+bd)=(1 o)

c d]\b d ac + bd ¢+ d? 0 1
a’t+ b =1
ac + bd =0
ac + bd =0
cc+d=1

Como |A|=-1 — ad- bc=-1

Como a, b, ¢, d son enteros, tenemos solo cuatro soluciones:
(1 o). (o —1). (1 0)_ (—1 0)
O 1) \-10)\0 =1/ V0 1/

PARA PENSAR UN POCO MAS

42 Demostracion de que |A . B| = |A| . |B| para determinantes de orden 2:

(“11 alz) (b11 blz)
az G by, by,

|AB| = _ ’ a1 0114 412031 411 045 a5 0y
Ay b1y, a0y a3 by, a5,b;,
_ | @41 b11 a41 by, + | %1 by, a3y + | %2 by, 441 by, + | %12 by, a0y,
B b, a, b a, b, a,b a,b,, a,b a,b,, a,b
21911 921912 21 %11 92292, 22921 431912 22921 4205,
(€)) ) 3) (C))

a) Comprueba que (1) y () son ambos cero.

b) En (2 y en (3) saca factor comiin los elementos b,;. Llegaris a |A| - | B,
como se queria demostrar.

a) (D by dyby =a,b.a, b, —a. b a, b,=a, d, b b, —a, da, b b, =0
ay by, ay by, 11911921912 =~ 911912921911 = 911921911012 — 9411921911912
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@ |G bl b —a by by — b by = O
a.-b.. a.b 12021992055 = 3050 750y1 = Gypty)051 055 = Aqp8550510,
22001 220
b) (2) a]lb]l a]zbzz — b b Dl-“ a]z - b b |A|
y by ayyby, Hw22{a,, a,, 122
(3) apby  ayby A B e T A [ VL T IS 4]
yybyy  dy by, A2 dy, dy, A2 dy dy, 272

Por tanto, queda:

|AB| =0+ by by, |A] = by by, |A] +0 = [A] (by;by, — by, by,) =

bll b12
B |A| ‘ bZl b22

= |A4] - |B]

La sucesion a,=1,a,=2,a;=3,a,=5, a; = 8,... tiene la peculiaridad de que
cada término, a partir del tercero, se obtiene sumando los dos anteriores:

an= “n—z + an—l

para n 2= 3.

a) Demuestra por el método de induccion que:

1100--00
11100 0
a=l0-111--00

n

(=}

o 0 00 ---11
& Comprueba que a, =1 y que a,=2. Comprueba que a,=a, ,+a,_,, desa-
rrollando el determinante por la 1¢ columna.

b) Teniendo en cuenta lo anterior, di el valor del siguiente determinante:

11000 000
-11100 000
0-1110 00O
00-111 00O
0 00-11 100
000 0-1 110
000 0O0 -111
000 0O0 O0-11
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1 1
a) a; = |1|=1; az—‘ 11‘=2
1 1 0 0 0 1 1 0O 0
-1 1 1 0 0 0 -1 1 1 0O 0
a, = o -1 1 1 ... 0 0f-= 0 -1 1 0O 0O +
Do I INCO N T
0 0 0 0 a1 00 0 ... -1 1
orden n orden 7 — 1
10 0 0 1 1 0 0 0
-1 11 0 0 -1 1 1 0 0
ot O 0lgdmat| . S I R
0 0 0 11 0 0 0 11
orden 7 — 1 orden n — 2

(1) Desarrollamos por la 12 columna.

(2) Desarrollamos el 22 determinante por la 12 fila.

b) El determinante dado es el término dg de la sucesion anterior. Lo hallamos:

011=1,612=2,a3
Por tanto:

11000 00
-11 100 00
0-1110 00

4= 00-111 00

8 00 0-11 10
0000-111
00000 -11
00000 0-1

Unidad 3. Determinantes

_ =0 OO0 O OO

=3,a,=5,a5=8,a,=13, a, =21, ag= 34
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